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1 Mafle und Mengensysteme

1.1 Lebesgue-Borel-Maf}

1. p sei das zweidimensionale Lebesgue-Borel-Maf}, eingeschrinkt auf
Q:=10,1] x [0,1], T : Q — R sei definiert durch T'(z,y) := = — v,
ferner sei a > 0.

Berechnen Sie p”'([~a, a))!
(Am einfachsten ist eine geometrische Losung).

Losung;:
T~ ([~a,al)
1
pUA) = T A) = (@) s e -y € AP [0,1])
= (e = {0 T @ e Sast



1.2 Sigma(X)-mef3bar

1. Man bestimme o (X) fiir X (w) = w? auf Q = {-1,0,1,2}.
Wann ist eine Funktion Y : Q@ — R beziiglich ¢(X) mefibar?.

Lg:

X({op) = {0)

X)) = {-L1)

X)) = (2

J(X) = {®7 Q, {0}7 {2}7 {_1’ 1}7 {07 2}7 {07 -1, 1}7 {_17 L 2}}

Y ~ o(X)\ Bmb = YI{Y(1)}] € o(X), In o(X) enthilt jede
Menge, die 1 enthilt, auch —1 = -1 € Y 1({Y(1)}) = Y (-1) = Y (1)
bzw.: Y ist eine Funktion von X und wegen X(—1) = X(1) gilt auch
Y(-1)=Y(1) O

2. SeiQ =1{1,2,3,4},5 ={0,9,{1},{2,3},{4},{1,4},{1,2,3},{2,3,4}}
Ist & eine o-Algebra? Wenn ja, ist X (w) = w? — 5w &/B—mefbar?
Lg:

G ist eine o-ALgebra.

X(1) = 4

X(2) = 4-10 = —6
X(3) = 9-15 = —6
X(4) = 16-20 = -4
X'({-4}) = {L4}€6
X1({-6}) = {23}€6

X ist 6-mb.

3. Sei Q = Z. Man bestimme o(X) fiir X(w) = w?.
Welche Funktionen Y sind o(X) mefbar?
Lg:
U<X) = { U {_nvn}vA - NO}
neA
Y(—n) =Y (n) <Y ist 0(X) — mefbar.



1.3 Ausseres Mafl & MaBfunktionen

1. p* sei eine duflere MaBfunktion auf M. Dann gilt

W*(4) — 4 (B)] < " (AAB)
VA, B € B(M) mit u*(A) < oo, u*(B) < 0o

Losung;:

2. Man zeige, dass die folgende Mengenfunktionen duflere Mafle sind und
bestimme jeweils die o- Algebra der p*-mefbaren Mengen.

(a) Q#0bel,, p*(0) =0, p*(A)=1 VA#D
(b) P =3, w(0)=0, w(Q)=2 u"(4)=1sonst

coay.— ] 0 AN
() Q=R, w(4) _{ 1, sonst ’
Lg:
(a)
0+A#Q
= p(Q)=12p"(ANQ) +u*(2\ A)
= Mm={0,0}

(b) W # A#Q,suche B:BNA#0, B\A#(

W (BOA) -+ (B\ 4) =2
pi(B)=1

= A¢M

= M={0,Q}



(c) Beh: M= {A:|A] <RV I|A° < Ng}

BCQ A B <R
= pu(B)=0A p(BNA) =0 A " (BNA)=0
[B| >Ro A |A[<Rg
= ' (B)=1, p”*(B\A) =1 A pu"(BNA) =0
= AeMm

fiir |A¢] < N¢ analog

Sei ‘A’ > Ng A ‘AC‘ > Ny
= (A +pT(A) =2#p"(2) =1
= Aé¢Mm

3. Sei p* ein dufleres Mafl auf 2 und sei
d(A, B) := p*(AAB) VA, B e B(Q).

Man zeige, dass gilt:

=1 =1 =1
Lg:
n =
Beh:
(A1 U Ag)A(Bl U Bg) - (AlABl) U (AQABQ)

Bew:

(Al U AQ)A(Bl U BQ) =
= [(Al U Ag) N (Bl U BQ)C] @] [(Bl @] Bz) N (Al U Az)c]

Aus Symmetriegriinden reicht es aus zu zeigne, dass

(A1 U Ag) N (Bl U BQ)C - (AlABl) U (AQABQ)

A1 UAy) N (B U Bg)°

AN BN BS)U(AyN BN B3)
A1 N BY) U (Ay N Bs)

A1ABy) U (A2ABs) O

o~~~ o~

N 1N



n—n+1:

n+1 n+

1
a(| J 4, | B)

d(U A;, U B;) + d(An+1, Brt)
1 1

IN

IN

(Ind-voraussetzung)

Z d(A;, B;) + d(Ap+1, Bnt1) O

=1

IN

4. Sei

Q=RA={ACR: |4 <0V ]|A < o0}

0, [Al<oo
uay={ & 12

Man zeige, dass p ein Mafl auf der Algebra 2( ist und bestimme das
von u gebildete duflere Mafl p*. Aulerdem zeige man das System der
w*-meflbaren Mengen an. Lg:

Sei
A=|J Ay, Ac AyNAyp=0 Yn#m
neN
1)
|A] < 00 = [Ay| < 00 Vn = u(A) = p(Ay) =0
2)

Al =00 A AeUA= |A% < 0o = |A] = R\ A% > X

angenommen |A4,| < oo Vn

= |A| < N

= dn:|A,| = o0
A, e

= |AS| < oo

= |An| > N

angenommen In #m: [Ay| =00, Ay N Ay, =0
= Anm C A
= |AS = oo Wid zu |Af| < 0o



Somit gilt

|Ap| <00 Vn#m

= 1=p(A) =) p(Ay) = u(A,) =1
keN
= ist ein Maf.

Sei
’A‘ S NO oEdA A= {al, ag, .. }
= AcUlad A Y u{a)) =0
= u(A)=0
Sei
Al >R, AC|JAn, An e
= In:|A, >Ny
S (A 2 u(A) =1
Andererseits
ACQ=p"(A) <p" () =1
Somit
pr(A) =1
B bel., |[A| <N
= u* (AN B) =0 (siche oben)
= p(B)zp (ANB)+p(B\A)
= AedMm
= MDO{A:|A] <RoVI]A° <Ny}
Sei nun

Al > Ro A A > Ro = p() = 1 < p"(A) + " (4°) = A

nicht mefibar.
Somit
m:{AER: ‘A’ SN()\/‘AC‘ SN()}

5. Ist p* ein dufleres Mafl auf 2 und R ein Ring iiber 2, so ist u* auf R
o-additiv, wenn p* additiv ist.

Lg:
Da p* dufleres Maf gilt allgemein:
1 ( U Ap) < ZM*(An>
neN neN



Sei nun (4,,) disjunkte Folge aus R mit Jy A, € R und sei p* additiv
auf R :

N N
pr(JAn) = p (| An) =D " (4n) VN €N
N n=1 n=1
= (4w =D w4
N N

Somit

. Sei B := {xy, : n € N} eine abzéhlbare Teilmenge von R und (p,,) eine
Folge nichtnegativer Zahlen mit ) _yp, = 1. Auf dem Semiring der
halboffenen Intervalle (a,b] wird ein Maf} definiert durch p((a,b]) =
ane(a,b} Pn. Man bestimme p* und die o-Algebra der p*-mefibaren
Mengen.

Losung;:

Sei 0(n, N) = min{|z; — x| : i < N,i #n}

(2 — /2, 2])

< Z Pk + Pn 7 N—oco Pn
k>N k#n

= w({zn}) =pn Vn

IN

Pn

{zn} € Ry(I) : I...Intervalle = u(B) =1

pR) = Y ul(z,2+1)]

2EZ

= Z Z Pn
Z znp€(z,2+1]
an =1
u(R\ B) = 0
M ist vollsténdig
alle Teilmengen von R\ B sind in I

R

[B] <R = P(B) € M.

Somit alle Vereinigungen von Teilmengen von R\ B und von B aus
M = M = P(R). Dementsprechend gibt es kein Mefibarkeitsproblem
bei diskreten Wahrscheinlichkeitsrdumen.



7. Ist (2,6, 1) ein o-endlicher Mafiraum, p* das zu pu gehorige duBere
Mafl und B C  beliebig, so ist u* eine Maflifunktion auf & N B.

Losung;:

w (@) = (@ B) =0

Sei C =] Cn,

neN

CoNCp=0 Vn#m,
C,C,e6GNB

= dA4,€6:C,=A,NB

/il = Al,.

Y

nN A,

Q

n

Nun gilt

LA

Vn

n—1

no= A\ J A
i=1

Yn # m,
A, N B, C:UAnt

JAncscom
Daher gilt fiir beliebiges B und daher auch C'

p(C) >

N

AV

n=1

=

Y wr(CnAy).

wen |J A +uren() 4

nCN

nCN

VN €N

——

cn
pi(C) = p*(Cn)

neN

Die Umkehrung ergibt sich aus der Subadditivitét.

8. Ist u* eine duflere Mafifunktion und A p*-meBbar, so gilt fiir beliebiges

B:

W (AUB) + 1"(AN B) = 1" (A) + u'(B)

Losung;:

p* (AU B)

= *(AUB) + u*(ANB)

P ((AuB)NA)+ p* (AU B) N A9
p(A) +p (B \ A)

pH(A) + p*(B\ A) + 1 (AN B)
w(A) + p*(B)



9. Sei P ein Wert auf einer Algebra 2A iiber €2 und sei P* das zugehorige
duflere Mafl. Weiters sei auf (£2) ein inneres Mafi P, definiert durch
P,(A) :=1— P*(A°). Man zeige:

(a) P*(A)=inf{P(B): ACB, Be&=2,(2A)}
(b) P.(A) =sup{P(C):CC A, Ce&}
(c) Aist P*-mefibar = P*(A) = P.(A)

Losung;:

(a) Sei By, aus 2,

1
AC * S
C U Bam A DY P(Bum) < PH(A) + —
neN neN
= AC |J Bum A P*(4) < P*(B)
neN
~~
Bnco
1
<N " P(Bnn) < P*(A) + —
_Enj (Bnm) < P*(A) + —

= ACB:=()]Bnec& A P(A)=P(B)

meN

Da VC € & mit C O A gilt

gilt:
P*(A) =inf{P(B)p € &, B2 A} O
(b) Wegen a) 3 D 2 A°, D € & mit P*(A°) = P(D,).
Somit gilt

D€ @, D°C A, P(A)=1— P(D)=P(D").

Ist CCA Ce6

= A°CC°

= P*(A°) < P(CY)

= P(A)=1-P(A°) >1-P(C° =P(C),
also  P.(A) =sup{P(C):C C A}

(c) =

A messbar = 1 = P*Q)
= P*(ANQ)+ P (Q\A)
= P*(A)+ P*(A°)
= P*(A) = 1-P*(A°) =P.(A)

10



<: Sei

P, (A)=P(A) N ACACA
mit
A Ae B A PJ(A) = P(4),
P(A) = P*(A) = P(4) = P(A) A P(A\ 4) =0.
Sei
Bbel. A C2OB,Ce& AN P*(B)=P((C)
Zu zeigen:
P*(B) > P*(ANB)+ P*(BnN A"
Nun gilt
ANBCANC,
A°NBCCNA® = P*(ANB)+ P (BnA°
< P(ANC)+P(CNAY
Aus
ACA = Acwa
= A°=A°U(A°NA)
—_——
A\A
= P(CNAY
< P(CNA)+P(CN(A\4))
| ——
=0
Somit:

P*(ANB)+ P*(BNA°) < P(ANC)+P(CNA

P(C) = P*(B)
P.(A) = sup{P(C):CCA, Ce&}
P*(A) = inf{P(B):ACB, Be®&

CCACB = P(C)<P(B)
= sup{P(C):CCA}CPB)VBDA
= P,(A) <inf{P(B): B2 A, Be &} =P*(A)

10. Man zeige, dass fiir 2 Mafle ¢ und v auf einem Semiring ¥ {iber Q) gilt:

(a) (p+v)" =p +v*

11



(b) mt(u_;’_l,)* 2 ﬂﬁﬂ* M mlj*
(c) Wenn p, v o-endlich = M, 4,y = M s NI,
(d) Im Allgemeinen gilt in b) keine Gleichheit.

Lg:

(a)

(n+0)"(4) =

AV

inf{> (n+v)(4n): An €T, AC|JAn}

inf{> " u(Bn): | JBn 2 A, B, €T}

+inf{> v(Cp): | JCn 2 4, CpeT}
u'(A) +v*(A)

Umgekehrt sei (A,,) eine disjunkte Uberdeckung von A mit

/,[/*

(4) < 3" p(Ay) < p*(A) + €

und sei (B,,) eine disjunkte Uberdeckung von A mit

v¥(

A) <D v(Bp) < VHA) Fe.

Dann ist (A, N By,) eine disjunkte Uberdeckung von A mit

ZN(Antm) = ZN(An) A ZV(Ant)

n,m

IA
=
+
S
=
3
)
oy
Ly

IA
7;ee
E
+
t*
E
+
[\]
[}

AeM,;NMy«, Bbel, (n+v)(B) < o)

(n+v)"(B)

p(B) +v'(B)

p(BNA)+p" (BN A®) +

+ v (BNA)+v* (BN A9
(p+v)"(BNA)+ (p+v) (BN A9

v

12



(¢) Man kann 2 zerlegen

w = UEn:,u,(En)<oo A v(Ey) < oo Vn
S (it ) (By) < oo

Geniigt daher Teilmengen von E, zu betrachten:

(wtv)«(A) = (n+v)(4) = p(

AuBerdem gilt u*(A4) < u(A).

Daraus folgt v*(A) < v

Wegen p*(A) + v*(A) = u(A) + v(A),

denn p*(A) = p(A) und v*(A) = v(A).

Analog folgt aus p*(A) +v*(A) = p((A) +v(A)
und p(A) < (A) A v(A) <v'(A

auch 1*(4) = u(A) A v*(4) = v(A)

Somit FA,A:ACACAA,
AeRe(T) A p(A) = p(A) = p(4)
= AeMy
v'(A) =v(A) =v(A) = Ae M, O

(d) Sei Q= (0,1], u(A) = |A| Z&éhlmafB, A\(A) Lebesgue Maf}
Klarerweise 9, = p((0,1]).
AuBlerdem p + v = p, denn
Al <o = MNA)=0= (p+v)(A) =|A| = u(4)
Al =00 = p(A)=(p+v)(A) =00
= Myt =My

Aber
mu* mmz\* = %0' %p((p, 1])

11. Sei © = N und fir A C N sei

0, A=10
W) =4 1, |4l < oo

2, sonst



Man zeige, dass p* ein dufleres Maf} ist und bestimme 90T,,«.
Lg:
Ac|JAn:
DAl <o = p(A) =1 A 3 (4n)
2)|[Al=00 = p(A)=2ANIn£m:A,#0
S Y WA 2 () + i (A) 22
w* ist subadditiv.

Beh.: M = {0, N}
D#ACN A |A| < o0

Sei
B=N = u*(B)=2,
W (BAA) = p*(4) = 1,
(B A) = " (A°) = 2
= W(B) < pt(BNA)+ (B A)
= Aé¢M

NAANA [Al=c0 = N\A#Q

“(N) = 2, p*(ANN) = p*(A) = 2
' SR AT VA }:’

= W (N) < H(ANN) + " (N\ A) = A ¢

12. Welche der folgenden Mengenfunktionen auf (12) sind duflere Mafle?

« v | 0, falls A=0,
piA) = { 1, falls A # 0;

=
*

=

Il

0, falls A hochstens abzihlbar,
00, falls A iiberabzdhlbar unendlich;

“(A) = 0, falls A endlich,
H "1 1, falls A unendlich;
(d) Essei @ =R.

“(A) = 0, falls A beschrénkt,
H "1 1, falls A nicht beschréinkt.

14



(e) € sei unendlich. p*(A) := ﬁ, falls #A4 = n und p*(A) =1,
falls #A = oo.
(,#A“ bezeichnet die Anzahl der Elemente von A C ).

Lg:

(a) p* >0, p*(0) =0, Isotonie klar.
(Ax) geg.:

LFall: Ay =0k =|JAz=0
= (JAan =0=3 w(A-k)
2.Fall:  Jko: Ap, A0 = UAk £0, M*(U Ap) =1

JA i (Ay) < 5" (Ag)
(b) Bed. 1)-3) klar!
A=l Ax.
Falls 3 k : |Ag| > a= U, Akl > a
JA: = Sub-o-add.
(c) Bed. 1)-3) klar
Falls |Q] < 0o : p* =0 trivial JA
Falls [ =c0o=3JACQ: |A|l=a
A={z,:neN}; A, :={z,}
NEIN = p*(A) =1 aber ) p*(A,) = 0 nicht sub-o-add.
(d) Bed. 1)-3) gilt
:U'*([Oa OO)) =1
Aber [0,00) = U;Z.Oil[n —1,n), ZZO:I p([n—1,n)) =0
NEIN nicht sub-o-add.
(e) p*(0) =0

ACB = |A|C|B|

A _ 1B

A[+1 > [B[+1

(T _2@td) _ st

+1 2 2
s (@+1) 242z +1

= p(A) < p(B)
def: a:= [UAnl, an = [An], A # 0= p"(A) >
1)

=

a=o00 = F(n;): A, #0
1

15



13.

14.

15.

a<oo:a§Zan = M*(UAn)

n

o0
PR VLN o T
Yntnt1l = (Fan)+1
> a
< = *(A
< Do > pr(An)

Ist p* eine duere Mafifunktion auf eine Menge 2 und (A,,) eine Folge
von Teilmengen von 2 mit A, €, soist A C Q p*-mefibar, wenn es
einen Index N C N gibt, sodass AN A,, p*-mebar Vn > N. Lg:

4, /0 = (J(AnA,) =4
n>N
(ANA,) eMVn > N A Mist o-Algebra

= A= [JAnA)em
n>N

Ist p* ein duBeres Maf} auf €2, so gilt fiir bel. Mengen A, B, C

1*(AAC) < p*(AAB) + p*(BAC)

Lg:
° AAC = (ANCU(CnN A9
C (AAB)U (BACQ),

denn betrachtet man A N C¢, so gilt:

Ance (ANBNC9) U (AN BN Ce)

E (BNC) U (AN B°)
C (BAC)U(AAB).

Aus Symmetriegriinden gilt analog
A°NC C (AAB)U (BAQ)
Der Rest folgt aus der Subadditivitdt von p*.

(1} )ier sei eine Familie &uBlerer Mafile auf Q. Dann ist auch p* :=
sup;cy p; ein dueres Mafl.

Lg:
W= sup;er p
1) w >0

16



2) p*(0) =0 Klar
3)
ACB = pi(A)<pi(B)<p'(B)Viel
= p*(A) =supy;(A) < p*(B)
4) &,,
A
= i (4)
= p*(A)

Zlgozl pi(Ag) < D02 Wi (Ag) Vi
Zk’zl w(Ag)

INIA N

16. Es sei Q = {a,b,c}, M = {0, {a}, {b,c}, Q}. Welche Struktur hat 9M?

17.

Sei ferner pu(0) = u({a}) =0, pu({b,c}) = u(Q) = 1. Ist p ein Pramaf?
Bestimmen Sei ggf. ein durch g bestimmtes dufleres Mafl p*, das p
fortsetzt!

Losung:
M ist o-Algebra
w ist Pramaf

e (A) = inf{32 p(A) - U A; 2 A}

= A Uberdeckung p*(A)
{b} {b,c} 1
{c} {b,c} 1
{a,b} {a},{b, ¢} 1
{b,c} {a},{b,c} 1

ansonsten w(A)
0, A=10

p(A) =490, A={a}
1

Es sei (M,9M) ein Mafiraum, p, fir jedes n € N eine MafBfunkti-
on und (ay,) eine Folge nichtnegativer reeler Zahlen. Dann definiert
p(A) == N anin(A) VA € A eine MaBifunktion p tiber (M, ).

Lg:

1) >0

2) (@) = yanun(®) =3 a,-0=0
3) (Ak) pwf, A € A
#(Uken Ak)
= ZN O‘nl‘n(UkeN Ay)
= ZnEN O, ZkeN fin (Ag) U
= D_keN 2neN Onfin(Ag)
= D ken M(Ak)

17



1.4 Inhalt & (o-)Additivitst

1. Essei Q:=[0,1),2%:={[s&,52):i=0,...,2"",n e N} U {0},
w(@):=0, u([a,b)):=b—a, falls b<1und :=b—a+1, falls b = 1.
Welche Struktur hat A7 Ist p ein Inhalt? Ist p o-additiv?

Lg:
2 ist Halbring

1) 0ed
2) Ai=[5,58), Bi= [ 5w), n<m
ANB =[5, L) falls AN B # 0

3) B C A (gilt nur, wenn n < m!)

i B i. men
on om )
i1 i.om—n _ gm-n
QT - 2m
j_2'm7n.z‘_1 . _ . -~
-2 "4+ 12"+t 1
= 4 \ B= Z [ oam ’ om )
a=0

MmN (i41)—j—2 .
JH+1+8 j+2+0
+ > : )

2m 2m =

£=0

Aber: 2 Halbalgebra ([0,1) € A!), kein Ring: [0,3) \ [£, 2) ¢ A

Lg.: p Inhalt

>0, u(d) =0 Klar.

A=la1,b1), B=laz,b2), A+ Be€ A= (0.B.dA.: b; <ay)
by =as: A+B:[a1,b2)
bo=1:  p(A)+u(B)

= p(la1,b1)) + p([az, b2))
= bi—a1+by—ax+1
= by—a1+1

= A+ B)

by < 1 Klar

5D =320 = g L= ) = [ D+ [ D)+
Aboiru([§,1))l=1—§l+1:§oo o
domm Ml =g 1= o)) = Xoply gorr = 3

18



Nicht o-additiv!

. Kann ein Inhalt auf einem nichtleeren Mengensystem € im Allgemei-
nen zu einem Inhalt auf () erweitert werden, wenn € kein Semiring
ist?
Lg:
Nein!
Gegenbsp.: Q = {1,2,3}

¢ = { {1}7 {3}7 {172}7 {273}7 0 }

p = ( 0 0, 1, 2, 0 )
R(C) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{2, 3}, {1,3}, 2} = B(?)
p({2}) = p({1,2}) — p({1}) =1
p({2}) = p({2,3}) — p({3}) = 2

Aber aus — Widerspruch!!!

. Auf dem Mengensystem € := {(a,b] x (0,1] : 0 < a < b < 1}U{(0,1] x
(a,b] : 0 <a <b<1}auf Q= (0,1]? ist die Mengenfunktion u defi-
niert durch p((a,b] x (0,1]) = p((0,1] x (a,b]) =b — a.

(a) Ist € eine Semiring?
(b) Ist p additiv auf €
(c) Ist die Fortsetzung von p auf R(€) eindeutig?

Losung;:
kein Halbring:
A= (al, bl] X (0, 1]
B = (0, 1] X (az,bg]
Fortsetzungen:
F(a,y) == p((0,2] x (0,9))

}:>AﬂB:(a1,b1] x (az,ba] ¢ H

r+y, 0<zy<l
1) F(z,y) ::{ 0 sonst

2) F(z,y) ::{ 0 sonst
1
0 0
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4. Jordansche Gleichung: Ist u ein endlicher Inhalt auf einem Ring fR,
sind Ay,..., Ay, beliebige Mengen aus R und ist Cf,,) die Menge aller
we A =J;, A, die in genau m der Mengen Ay, ..., A, liegen, so
zeige man, dass Cj,,) € R und dass gilt

1(Clm)) = zn: G (Z) Sk

k=m

mit Sg =31 <iy <ocipan H( A O N Agg).

Hinweis: Sei AS := { j{lii N E; é'

Man betrachte das System der Durchschnitte ¥; = {()i_; A5 : ¢ €
{0,1} Vi =1,...,n, DI €& = 1} und iiberlege, ob wie folgt D € ¥
auf beiden Seiten der obigen Gleichung vorkommt, je nachdem ob I <
m,l=m,l > m.

Lg:

Bew: Offensichtlich gilt: Cp,,) = Upey, D-

Wegen || <oco A D €RVD € 9, Vi, ist damit klar, dass C,,,) € R.
D € 9,1 < m : D kann weder in Cj,,] noch in einer der Summen
S} vorkommen, da diese alle Durchschnitt von mehr als [ Mengen A;
beinhalten.

l=m: C[m] = UDEﬂmD Di,Dy €V, = DiNDy =0 = M(C[m}) =

2 pe,, D)
Auf der rechten Seite kommt D nur im konkreten Durchschnitt A;, N
A, mit €, j=1,...,m vor.

Somit kommt jedes D auf beiden Seiten genau einmal vor.
Seil>m: D € D; kommt in Cj, nicht vor.
Auf der rechten Seite gilt

DgAjlﬂAjk :>{Z'1,~-7Z'l}2{j1w~-ajn}

Man kann dann {ji,...,7 : k} auf (li) Arten aus {i1,...,%;} auswéhlen.
Somit kommt p(D) rechts N = Zi,:m(—l)k_m (:1) (li)— mal vor.
Nun gilt:
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5. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen des vorigen Bsps. zeige
man, dass fiir die Mengen C(;,,) der Punkte die mindestens m der 4;
vorkommen gilt

=35 (A1)

Daraus folgt mit m = 1 sofort das verallgemeinerte Additionstheorem:

M(U Az) = Z(—l)k_lsk.
=1 k=1
Hinweis: C[n] = C(n), C[m] = C(m+1) U C[m} Lg
Bew:
1
Cin) = Oy = <Z>Sn—5 (n—1> = m+1—ml

(richtig fiir m = n)
Clm) = Clmt1) YU Opm)
C(m—l—l) N C[m] =0=
(Clmy) = Ypepa (D! (km;) Sk + %Z:m(_l)k_m (2)Sk
n m -1 m
RO

~——
() (m=1)
= Y (=nkm(El)s, O

Behz < 11><]i>:1 I>n

Cm
Bew: vollst. Induktion: m =1: (,lc:ll) (é) =1
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n+1l—m:

Crn = Yh (=D (E21) (1)

_ <m - 1) < l > Y (CDEIR) — (5010

0 () (1)

m—1

(m

m

) ()

l

> (-

k=m

/

() Zicn (D7)
+ ka:mﬂ (—1)k=(m+1) (m’fllfl) (

C'm—f—l
=1

=) X520

(~1)7(";")=(1-1)m=0

l
k

)

O

6. Ungleichung von Bonferoni: Ist p ein endlicher Inhalt auf einem Ring

R und sind A4, ..

mit S, := M(U?:l 4;) und Sj = Zlgi1<---<ijgn M(Aij M-

Lg:

J

., A, beliebige Mengen aus R, so gilt

k
(1S (-1)/8; >0, k=0,...,n
=0

A=, Ai, U definiert wie bei Jordan-Bsp.
A= U?:l UD@?Z D
Ist D € 9y, so liegt D in keinem Durchschnitt A;, N---NA;; mit j > 1
(1) reduziert sich daher fiir D € ¢; auf

Brauche also nur (—1)* Z?:/(\)l
Fiir j < & gilt (') < ().

Sei o = Y7 _o(—1)7(}).-

k=2u, k < éIO'k_l-i-[—(i) - <é>]+”'+[_<2ul—1> + (l

N A;)

(1)

Wegen 0; = (1 —1)! = 0 und der Symmetrie der Binomialkoeffizienten
gilt: 0 =0, = o1 + (—1)l0'l_k_1.
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Ist [ gerade, k < % gerade = o, > 0 A | — k — 1 ist ungerade.
I—k—1>0
Fir £ ungerade analog.

. Ist p ein Inhalt auf einem Ring R und (A4,) eine Folge disjunkter
Mengen aus ‘R, deren Vereinigung auch in fR liegt, so gilt

p(J An) 2D n(An).
neN n=1

Lg:

w(JA,) = oo trivial

Sei pu(A) < oo mit A = J,cn An

ADUN 4, YNeN

Aus der Monotonie und der Additivitat folgt

N N
p(A) = p(lJ 4n) =D m(An) VYN eN
n=1 n=1

= p(A) =) n(An)
n=1

. Gegeben sei der Mefiraum (N, B(N)) und
H(A) = { Y nea @n, falls A endliche Teilmenge von N ist,

’ 0, falls A unendliche Teilmenge von N ist;
Dabei sei ) a, eine konvergente Reihe nichtnegativer reeler Zahlen.
Ist p ein Inhalt? Ist p ein Maf3?

Lg:

1) p(0)=0
2) AABeB(N), AnB=10
i. A, B endlich =
HAUB) =3 cauBn = Dpeatn + Xpepan = p(A) +
(B)
ii. A, B unendlich == AU B unendlich
u(A) + p(B) =00 = (AU B)
iii. A endlich, B unendlich = A U B unendlich
u(AU B) = oo = pu(A) + u(B)

Lg. p ist nicht o-additiv:
Ay, :={n} : Angenommen p wire o-additiv

u(N) = o0 } :
0o = Widerspruch
00 > Y e n = 02y p(n) = p(N) P
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9. (ui)ier sei eine Familie von Inhalten auf einem Ring iiber . Es gelte:
Vi,je I3l el:p <, pj < (dh., die Familie ist nach oben
gerichtet).

w(A) :=supp(4) VAeR

Dann ist auch p ein Inhalt auf R.
Sind die p; sogar Pramafle, dann ist auch y ein Pramafl. Lg:
Beh: p ist ein Inhalt

€\ 0 gilt Gleichheit O

Beh: p; Pramaie = p Pramaf.
Zeige Stetigkeit von unten.

An /A= pi(An) / pi(A) Yiel
Vk < p(A)  Fig o pi (A) >k

= dne: i (An) >k VYn>ng(k)

= u(4y) >k Y n>ny(k)

= lim p(A,) > p(A)

1(An) < p(A)V n = lim p(A,) < p(A) klar!

n—o0

10. Sei © # ) beliebig.
[ |A]|, falls A endlich
C(A4):= { 0o, falls A unendlich, vAC O
Dann ist ¢ ein MaB auf B(Q) (¢ heiit Zahlmaf auf Q)
Unter welchen Bedingungen ist ¢ o-endlich?
Lg:
Mafeigenschaften klar!

24



¢ o-endlich < |Q| < a (abzéhlbar)

. Essei (2,) := ({-2,-1,0,1,2},B({-2,-1,0,1,2}). Fiir jedes A C
Q werde p(A) =3, c4n (=0, falls A = 0) definiert.

Ist p eine signierte Mengenfunktion? Ist p additiv?

Ist die Mengenfunktion A — v(A) := max(pu(A),0) ebenfalls additiv?
Lg:

 ist trivialerweise Mengenfunktion (endlich).

AnNB=0 = p(AUB)

= Z nzZn—FZn

neAUB neA neB
= pu(A) + u(B)

v =1V 0 ist Mengenfunktion, aber nicht additiv:
A:={-2,—-1} = v(A)=-3V0 =0

B:={1,2} = y(B)=3V0 =3
AUB={-2-1,1,,2} = v(AUB)=0Vv0 =0

. Ist Q abzéhlbar, A ={ACQ:|A| <o V |A°| < oo} und

_J0 JAl <
(A) -—{ 1, |A° < oo

so zeige man, dass p additiv aber nicht o-additiv ist und, dass eine
Folge (A;) aus 2 existiert mit A,, /" Q und p(A,) =0 Vn € N.

Lg:

0.EdA. Q=N

A, ={1,...,n}, 4, /" Q,

p(An) =0, p(Q2) =1

Q= Upenint, #(Q) =1#> u({n}) =0 = p nicht o-additiv.
ABeA, ANB=10

|Al<oo A |Bl]<oo = JAUB|<oo A u(AUB)
— 0= () + u(B)
Al =00 = [A°] < o0,
ANB=0 = BCA°=|B|<x

Somit p(A)+ pu(B) =1=pu(AU B)
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13. Beweisen Sie:
1 sei ein g-endliches Maf3 auf einem Halbring $. Dann gilt:

I CN 3J(Dp,nel): D, <, disjunkt,
>oner Dn =Q,u(Dy) < oo Vnel.

Lg:
Zunéchst: A, By,...,Bp, €9 D;€9H D;ND,=10
= A\UiL Bi
= AN, Bf
= Nt (A\ B))
= m,%J Dj
= Mit1(Xjes, Dij)
~—
€n .
- E(jL.--,jm)eJlx---me ﬂ D,
=1
k €N

Weil i o-endlich ist =

A ner : I CN,  u(A,) <ocoVn, Q= Un21 A,

Nach (x): Vn  3(D})jes, : Cn = An \UZ Ai =Y, D7
——

€9
Cp alle disjunkt = Q=3 -, Cp =32, 51> ;. Dj aqed
> >
€9

14. Essei Q:={1,2,3,4,5}, $:={0,{1},{2,3},{4,5}}, n(0) :=0, pu({2,3}) :=
n({4,5}) == p({1}) :==1
Ist $ eine Halbalgebra? Ist p ein Inhalt? Wen ja, dann setzen Sie ihn
auf () fort!

Lg:

$ ist nicht Halbalgebra, denn Q #

Aber: § ist Halbring. 4 ist Inhalt.
R(®) = 9oU {{1,2,3}, {1,4,5}, {2,3,4,5}, {1,2,3,4,5}}
u({o}) - 2 2 > 3

R(9) ist Algebra! klar! (denn A € R($)) = A° € R(9), aber R(9) ist

ring, der €2 enthélt.)

Damit ist Fortsetzung gegeben!

15. Auf Q := (0,1] N Q ist das Mengensystem T := {I’ .= {x € Q:a <
x <b}:0<a<b<1} gegeben und auf y wird eine Mengenfunktion
p difiniert durch (%) =b — a.
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(a) Zeigen Sie, dass ¥ eine Semialgebra ist.
(b) Zeigen Sie, dass p ein Inhalt ist aber kein Maf} sein kann.

(¢) w ist stetig von unten und von oben.

Lg:

(a) De¥, Qe¥,

If;g[gl = c<a AN b<d

=1\ = rrurnd
mor = 2y

(b) w(I%) + p(I) =b—a+e—b=c—a=pu(I) = (I U I})
u(9) = p(1d) =1
Aber Q@ = {ri,rs,...} CUL"_
€ > 0 Widerspruch!!

(c) Igz /= a, \,a=infa,, b, /b=supb,
pIir) = p(I3)
Fiir Igz \, analog

e = pu(2) < > 5w < e fiir bel.

b1

Folgerung: Der Definitionsbereich ,,Ring“ im Stetigkeitssatz kann nicht
durch Semiring ersetzt werden!
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1.5

induzierte Mafle & Mengensysteme

1. Sei © ={0,1,2},¢ = {0,{0},{1},{2},{1,2}}. Man zeige, dass € ein

Semiring ist und bestimme alle Mafle auf € mit p({1,2}) = 2. Lg:
0ece {1} C{1,2} = {1} U{2} Semiring!

w1 =a=u({2h=2-a 0<a<?

p(0) =0, u({0}) = 8 = 0.

Q ={1, 2,3}, Welche Mengensysteme € sind Semiringe iiber 27

(a) €= {0, {1}, {2}, {3}}
(b) €={0,{1},{1,2}}
(c) €= {{1}, {2}, {3}}

Losung:

(a) ja
(b) nein: {1,2}\ {1} ={2} ¢ ¢
(c) nein: {1}\ {1} =0¢¢

Man gebe alle Ringe iiber Q = {1,2,3} an.

Losung:

R = {®}7 Ry = 2]3(9), Ry = {@, Q}v

R ={0,{1}}, %5 ={0,{2}}, %e={0,{3}},

Ry =10,{1,2}}, Ms={0,{1,3}}, My ={0,{2,3}},
Rio = {0, {1}, {2}, {1, 2}}, R = {0,{1},{3}.{1,3}},
Rz = {®7 {2}, {3}, {273}}7 Rz = {@, {1},{2,3}, Q},
%14 = {{2}7 {173}’979}7 9{15 = {{3},{1,2},@,9}

Typ1: R={0}

Typ2: R={0,A} ACQ
Typ 3: R={0,A4, A° Q} b#AcCQ
Typ 4: R={0,{i},{j}.{i.j}}

Typ5: R =P(Q)

. Qo bezeichne die Menge der rationalen Zahlen aus (0,1] und M :=

{{r € Qp:a <z <b}:0<a<b< 1} Beweisen Sie, dass M ein
Halbring ist, und dass jedes A € M entweder leer ist oder unendlich
viele Elemente enthilt. Bestimmen Sie 2, (M)!

Beweis:

1) 0 =(a,b)NQ = (a,b]* mit a = b
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2) (a1,b1]* N (ag, bo]* = (max(ai, az), min(by, b2)|*
3) (al,bl]* D) (ag,bg]* =a1 < a9 A by > by
= (al,bl]* — (ag,bg]* =
1) = (bg, bl]* falls al = a9
2) = (a1, az]* falls b; = bo
3) = (a1, az]* U (be,by]* sonst

Sei g € Qg . .
={at=Nla-.a+ 1" €My CRs(M)C A(M)
neN

= RU(M) = sB(QO)

Min kommt auf 2 an

1) Q=Qp—0oder Q=Qp: A,( M =P(Q)
2) 0 =[0,1]
As(9) ={A:A°C Qo \ {0} VA CQo\{0} =PB(Qo)

st AeM#AD=>A={z€eQ:a<z<bfmita<b
aber: in (a,b] 3 oo viele rationale Zahlen, also oco.

. Bestimmen Sie R, (9) und A,(9) fiir den Halbring $).
H={{reQr:a<x<b}:0<a<b<1la,beQ}

Losung;:
Sei ¢ € Qg
g 1 1
=S {ap= Vg~ —.a+1NQ €9 C Re($) C 4, (5)

n=1

= Ry (9) = P(Qo)
Ao () ={A: A°C Qo VACQo}=P(Qo)
(rechte Seite ist tatsdchlich o-Algebra)

. Man zeige, dass ein Semiring im weiteren Sinn im Allgemeinen kein
Semiring im engeren Sinn (wie in VO definiert) ist.

Beweis:

Gegenbeispiel: T = {0, {0}, {1}, {2},{0,1,2}}

. Man zeige: ist € # () ein beliebiges Mengensystem, so gilt

Re(@) = | Ra(c)

cC&:|c|<Ng

Beweis:

cCC=R,(c) CR(E) Ve CC
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= J R CR(9)
cC¢:c|<Ng

c
Ane | Ro(c) Vn=Ten: Ay € Rolcn)

Cge:‘C‘SNO
——

=:6
= An € Ro(| Jen) = [ An € Ro((Jen) A [ en] <N

N
A,B€ S = dcag,cp: AeR,(ca),BeRs(cp)
= A, BeR,(caUcp)= A\ BeR,(caUcp) O

8. Geben Sie an, ob die folgenden Mengensysteme Semiringe, Semialge-
bren, Ringe, Algebren, o-Ringe, o-Algebren, Dynkin-Systeme, mono-
tone Systeme oder keines davon sind.

(a) |2 =00, C:={ACQ:|A|l <ooV]|A < oo}

(b) Q beliebig, € :={A C Q: |A| <NV |A°| <Ry}

(c) |9 =00, €:={ACQ:|A] <0}
(d) | =2k, keN,k>2,C={ACQ:|A =0 mod 2}
Losung;:
(a) Algebra

R =00=NCQ, A, =2n

U A, ¢ € = kein Dynkin-System
= kein o-Ring, nicht monoton

(b) o-Algebra
(c) Ring aber nicht monoton = kein Dynkin-System, kein o-Ring
(d) Qec, |A]_2n:>]AC]—2( —n)@ACee

|Ai| = 2n4, AN A; —(Z):>]UA]_22nzz>UA cc¢

=1 =1
= € Dynkin-System

|€| < oo = € monoton
aber ANB ¢ C i.A.
Bsp: A={1,2},B={2,3} |[ANB|=1

9. Man zeige: 2 ist eine Algebra <

1) Qe
2) ABeA=B\Aec

Beweis:

=: A Algebra = Qe A AcA= A
A BelA=ANnBeA=B\A=BnA‘ec
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10.

11.

12.

13.

<= AcU, QeA= A=\ A
A BeA=A\B°=BnAec
ABelA=ANB°cA=>AUB=(A°NB)ec O

(a) Ist (R;,) eine Folge von Ringen mit R,, CR,11 Vn € N, so gilt
R =, Ry ist ein Ring.

(b) Ist (R,) eine Folge von o-Ringen mit R, C R,11, so ist R =
U,2, R, i.A. kein o-Ring.

Beweis:
(a) Ae Ry, BER,, = A, BeRyun, = B\A, AUB, ANB €
%nl\/ng gm

R, ist o-Ring

%nganrl
R=U,enRn ={ACN: 4] < oo}
Ap={1,...,n} € Raber | J4, =N¢NR O

Welche Struktur (Halbring, Halbalgebra, Ring, ...) besitzt die Klasse
der beschrinkten d-dimensionalen Mengen?

Losung:

Ring (= Halbring)
keine Algebra, kein o-Ring
kein Dynkin-System

aber N-stabil

Muss gelten R, (%) = M(T), wenn T eine Semialgebra ist?

Losung;:

T:={0,Q={0,1,2,3},{0},{1},{0,1},{2,3}}
¥ ist Semialgebra, Q€% A BeX=ANBec%

{0y €9, Q\{0} ={1,2,3} = {1} U {2,3}, {0juU{1} ={0,1} €
T, {0ju{1}u{2,3} =Q
{1} C Q analog

Q\{0,1} = {2.3}, Q\{2,3} = {0,1}
T ist endlich = ¥ ist monoton
Aber {1} U{2,3} ={1,2,3} ¢ T = T keine Algebra

Man bilde die von den folgenden Mengensystemen erzeugten o-Algebren

(a) Q beliebig, A C Q, € ={A}
(b) € beliebig, €4 :={B: AC B}
(c) €:={ACR:|A| =2}
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Losung

(a) 6(¢)={0,0,A, A°}
(b) Ay (Ca) = €4 UP(A)

QecdyC Q(U(Q:A)

B e A, (Cy)

1) Be€y=ACB= B°C A°= B € P(A°) € A, (Cy)

2) BEPB(A)=BCA°=B°DA= By

B, e

1) B, € PB(A)Vn = |JB, € P(A®) C A (Cy)

2) dB1 €€y = AC B; QUBn:>UBn €€y GQ[U<Q:A)

(¢) Uo(C2) = {ACR:[AI <Ry V|4 <R}

14. Sind ¥1,%5 2 Semialgebren, so gilt:
2[0(31 U ‘32) = ng(f) mit T ;= {A cA=A1NAy: A; € ‘IZ}

Beweis:

AeT =A=ANQe% analog AcZTH=>A=0NAc%

=T UT CT= A (T UT) CA(T)

Umgekehrt gilt € C Q[(‘Il U 12) - 910(31 U ‘3:2)

und A, (T U Tq) ist o-Algebra

Somit ng(g) - ng(il U iz) |

15. (H;); € I sei eine Familie von Halbalgebren iiber €2,

oo
QZ{ﬂAzjulj 617]21,2,}
j=1

Dann ist
A,(J Hi) = As(€).
el
Lg:

1) cC AU(UieI Hl)

= Acr(@) - AO(UieI HZ)
2) H;C¢ Vielklar

= H; C AU(Q:)

= Uie] H; © AU(Q

= AU(UiEI Hl) c AU(C)

16. Sei Q eine beliebige Menge und € = {A4y,..., A,} ein System verschie-
dener Teilmengen von . Man schreibe 2, (€) explizit an und schétze
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17.

18.

25 (€)].

Losung;:

€. Ai, e=1
A= { A7, 0

n
g ::{ﬂ c(€1,...,€n) € {0,1}”} = |g| <2"
Weiteré ilst klar, dass je 2 verschiedene Mengen aus g disjunkt sind.
Sei g = {D1,..., Dy} die verschiedenen Durschnitte in g.
Bilde 2 = {0,U_, Dy, « {ir, ..., ix} €{1,...,m},1 <k <m}
Offensichtlich gilt A = 2,(€) und
A =5 (¥) = (14 )™ < 260

Man zeige, dass jeder o-Ring endlich oder iiberabzéhlbar sein muss.

Beweis:
R ein o-Ring, |R = oo, (A,) eine Folge verschiedener Mengen aus
R, dh.n#m= A, # A,
A= U €R
neN
A e=1
. 1€e n»
Def: An_{ A\ Ay, €=0
g:= { ﬂ A : (€1,€2,...) € {O,I}N}
neN
Klarerweise gilt: A, =JD De€g, DCA, VneN

|g| < oo = es gébe hochstens endlich viele verschiedene A,, = |g| = 0o

Dy,Dy € gANDy # Dy = 3n:€, =1in Dy ANe, = 0 in Dy oder

umgekehrt = D1 N Dy = ()

Sei nun (D,,) eine Folge verschiedener und damit diskunkter Mengen

aus g.

Bilde fiir jede Binérfolge (b,,) die Menge B(by,ba,...) := U D,
n:bp,=1

Klarerweise folgt aus (b, ba,...) # (b, by, ...) auch B(by, by,...) #

B(by,ba,...).

Aber [{(b1,b2,...) : b; € {0,1}}| > Ry O

Ist T': Q1 — Q9 eine Funktion und 2l eine o-Algebra auf 1, so zeige
man, dass T'(2) i.A. weder ein Semiring noch ein Dynkin-System sein
muss.
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Beweis:

Gegenbeispiel:

Ql = {1,2,3,4}, QQ = {a,b,c}

T(1)=T2)=a, T(3)=b, THA)=c

Sei 2 := {(Z), {1},{4},4{1,4},{2,3},{2,3,4},{1, 2,3}, Ql} ist offensicht-
lich o-Algebra

() = {@, Q2,{a}, {c},{a, c},{a, b}}

Wegen {a,b}\ {a} = {b} ¢ T'(2A) kein Semiring und auch kein Dynkin-
System O

19. Ist € # 0 ein beliebiges Mengensystem, so gilt: M(€) = R, (€) <
R(C) C M(C)

Beweis:

=: M(C) =R, () A R(C) C R, (€) = R(C) CM(C)

<: R(C) CTM(C), M(C) monoton
= M(R(C)) C M(Q)
Somit M(€) = M(R(€)) = R, (R(€))
R(C) C R, (C), R, ist o-Ring
= R(C) C R, (€)
= R(€) = R, (€) O

20. Ist € # (), so gilt:

(a) A€eR,(C)=3I(Ch):CreV¥n N AC UyChn
(b) AcR®(€) = 3C,...,Cp:Ciei=1,....nVACUL,C

Beweis:

(a) 6:={B:3(Cp):CLeCVn,BCJCp}
Bicevi=|JBcl|J|JCui=|]JBicb&
€N 1€ENneN
B;,By€6=B\B,CB C|JCn1€®

neN
S ist also ein o-Ring = R,(€) C S

(b) geht analog
21. Man zeige, dass das System der Borelmengen auf R erzeugt wird durch

(a) die offenen Mengen
(b) die abgeschlossenen Mengen
(c) die kompakten Menge

Beweis:
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(a) (a,b):U(a,b—%] = (a,b) € B

1

Umgekehrt (a,b] = b+ —

mgekehrt (a, b] Q(a, —i—n)

Somit liegen alle halboffenen Intervall im R, ((a,b),a,b € R),

jede offene Menge ist eine Vereinigung abzihlbar vieler offener
Intervalle (siehe Kolmogoroff-F..)

(b) abgeschlossene Mengen sind Komplemente offener Mengen

(c) Die beschrinkten abgeschlossenen Intervalle [a,b] sind kompakt
(Heine-Borel)
=B CR,(R), RK System der kompakten Mengen.
Da jede kompakte Menge abgeschlossen ist und die abgeschlosse-
nen Mengen in B liegen, gilt auch die Umkehrung.

22. Man zeige, dass der Durchschnitt von Semiringen (i.e.S) i.A. kein Se-
miring ist.

Beweis:
Gegenbeispiel:
T, = {0,{0},{1,2,3},{0,1,2,3}}
Ty = {0,{0},{1},{2,3},{0,2,3},{0,1,2,3}}
T1 Semiring
T9:{0}:{0,2,3} \ {0} ={2,3} € T,
s\ {0} = {2,3} U {1}, {0}u{2,3} ={0,2,3} € Ty, {0} U
{2,3u{l} =0 €%,
1}:0\ {1} = {0,2.3} € T
{2 3}:4{0,2,3}\{2,3} = {0} € T, Q\{2,3} ={0}U{1} {0,2,3} €

{0 2,3} : 0\ {0,2,3} = {1}
T9 Semiring
T1NTy = {0,9Q,{0}} kein Semiring

23. Man zeige, dass fiir die von einem Ring R erzeugte Algebra 2A(R) gilt:
AMR) :={A: Ac RV A € R}

Beweis:

S:={A: AcRV A c R}

Da fiir jede Algebra 2 gilt A e A = A°c A muss G CA VA Al
gebra, A DR = S C A(R).

AcBG=A°€6

A BeG:

1) ABER=AUBcRCE
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24.

25.

2) AcR,B° € R = B\A=BNA°c R= (BNA°)*= AUB € &
3) A¢ € R, B € R: wie oben
1) A€ R B eER= ANB eER= AUB = (ANB) €&

O

Man beweise: Ist ¥ ein Semiring, so gilt:
%(1)2%1 = {B:HHENaAl,...,AHET,AiﬂAj :Q,Vl:jB:
U?:lAi}:%Q = {B:HHENaAl,...,AnE(ZIB:U?ZIAi}

Beweis:
Bi1,Bo €Ry N By = U;L:l Ai,17 By = U;nzl Aj,Q
Lemma 8b=3C1,...,Cr, C;NC, =0Vi#j
UIl CZ,BQ—UI C; = B1UBy = UI1U12 C; € Ry
B1 \ By =2, Ci € Ry wegen Lemma 8a
Somit R, ein Ring = R(T) C Ry
Andererseits R; C RVR mit R 2 T = R; C R(T).
Somit R; C R(T)
Offensichtlich Ry C fRo, ist umgekehrt R ein Ring mit € C R, so gilt
auchmgg%:>%2§%1:>%1:%2 O

Man beweise, dass ¥ := { ﬂ A A e%i=1,..., } ein Semiring

i.w.S. auf  ist, wenn alle T Semlrmge i.w.S. sind.

Beweis:

n:2:(2)e$iw:>(2):ﬂ®ei
=1

2 2 2
A:ﬂ&ﬁ:n&:ﬁﬂB:n&ﬂ&eT
=1 =1 =1 €%,

A= ﬂACB ﬂB
B\A BlﬂBgﬂ(ACUAC) (BN BaNA])U(B1NBaNAS) =
[Bl\Al ﬂBg] [Blﬁ(BQ\AQ)] =

[ Bl \Al ﬂ AQ] [(Bl \Al) N (BQ\AQ)] U [Al N (B2 \ Ag)] U [(Bl \
1) N By] =
[
1

=l

(Bl \ A1 N Bl)) n AQ] U [(Bl \ (Al N Bl)) N (BQ \ (A2 N BQ))] U
N (B2 \ (A2 N Bz))]
ko

CﬂAQ UC ﬂUDk U(kaAl)
1 k=1
\—,_/

U; Ui (C5NDy)

——

.
Il
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Fiir n > 2 vollstéandige Induktion

(zlz{ﬁpi ) 0
i=1

26. Q,Q seien nichtleere Mengen, f : Q — ' eine beliebige Abbildung.

(a) Ist fiir jedes Dynkin-System @’ in Q' f~}(®’) ein Dynkin-System
in Q7

(b) Ist fiir jedes Dynkin-System ® in Q, ®':={BC ' : f~}(B) €
D} ein Dynkin-System?

Losung;:

(a) ®" Dynkin-System in ', f: Q — Q, D := f~ D)
1) €D, denn Q= f1(Q)
2) ABe®, ACB
=3JA B e®: A=fYA),B=fYB),
aber es gilt nicht notwendigerweise: A’ C B'.
Da A'NB’ € @’ nicht folgt, hilft hier die Darstellung B\ A" =
B\ (A’ N B’) nicht weiter. = B'\ A’ € D!

3) fO A =D (4
n=1 n=1

Gegenbeispiel: Q :={1,2,3}; Q' :={a,b,c,d}
D= {0, {a,b},{a,c},{b,d}, {c,d}} ist (nicht N-stabiles!) Dynkin-
System.
f(1):=a, f(2):=¢, f(3) :=d
= f71(®@') = {0,9,{1},{1,2},{2,3},{3}} kein Dynkin-System!
(20 (13 42,80\ {20 ¢ /1@
(b) © Dynkin-System in 2, @' :={B C Q' : f1(B) € D}
1) Q€D denn fH{Y)=QeD
2) Bi,Bo € ® : B C By = ffY(B) e® A fUYB) C

fH(By)
= ["H B2\ B1) = f'(B2) \ fH(B1) €D
= By \ B € D’
3) (Bn)n=12... € (®)N disjunkt = (ffl(Bn))n e N disjunkt
=>NBne®

= ' Dynkin-System
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1.6 elementare Mengenlehre

1. Man zeige: AAB =CAD < AANC = BAD

Beweis:
AAB =CAD = (AAB)AC = (CAD)AC = (CAC)AD =D
= (AABAC)AB = DAB O
—
ANC

2. Man zeige: (AAB) U (BAC) D AAC

Beweis:
ANC = (ANCHU(ANC) = (ANBNCHU(ANBNC)U(A°NC)

EC) UA°NB)U(BNC%U(CnN B

(AAB) U (BAC) = (A N
ANCeC (AAB)U (BACQC)
A°NC C (AAB)U (BAC) folgt aus Symmetriegriinden O

3. Man beweise:

a) [JB:\ ((JA4) Ui\ 4)

i€l jeI iel
b) () B\ ([ 4) € JBi\ 4)
i€l jeI i€l
Bewelis:

a) [ JBin((49) =JBin(49) < | JBin45) = JB: \ 4)
I I I I

b) () B:n(J A9 = (B n A < | JB;n A5 =B\ 4))
I I 7 J

iel J

n
4. Fir beliebige Mengen A, ..., A, definiere man Uy, := U ﬂ Aij,

1< << <n j=1
n
b 0 U

1<t << <n j=1
Man beweise: Uy = Dpy1-k 1<k<n

Beweis:
w € U & w liegt in mindestens k& der Mengen Aq,..., A,
Somit w € U, ¢ w liegt in hochstens & — 1 der Mengen Aq,..., A,

n+1—k

Z+1—k = U m Afj
1< < <ipgp1—x<n  j=1
we Dy _; ¢ w liegt in mindestens n 4 1 — k der Mengen A¢, d.h. w

D
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liegt in hochstens n — (n+1 — k) = k — 1 der Mengen A;
Somit w € Dy, ;& w UL = U= Dpy1-g O

. Man beweise:

a) Lanp = 141p = min{ly, 1p}

b) laup=14+1p—141p =max{la, 15}

c) Typ=14(1-1p)

d) ]IAAB:‘]IA—]IB|:]IA+HB—2]1A]IB:(1A+]IB)mOd2

Beweis:

a) klar
b) Tge=1-14
]IAUBZI_]IAEmBC:1_(1_]1A)(1_]1B):]1A+]IB_]1A]1B
]lAuB:max{]lA,]lB}
C) A\B:AQBC:>]].A\B:]1A]]_BC:]lA(l—]].B)
d) Taap =1au(1 =1anp) = (la+1p —141p)(1 —141p)
=la+1g—TIalg—1341p —141% +141% =14 — 15— 21415
e Y
ILAILB ﬂAﬂB ILAIlB
l weAANwé¢B V w¢dAANweB
’1114_13‘: 0
sonst
(Ila+1lpmod2=1< (weAANwé¢B)Vw¢gAANwEeEB)=
Taas

. (Xn)n>1 sei eine reelle Folge. Beweisen Sie:

liminf x,, = sup inf x; , limsupx, = inf supx
n— o0 neNk>n n—oo neN k>n
Losung:

z = liminf z,, ist kleinster Haufungspunkt von (X,,)

{Ve>0 Ing(e) = ng : Tp >z —€ Yn>ng

Ve >0 3I(ng)p>1,mk /1 |Tn, —z|<e VE>1loz—e>x,, >x+e VE>1

= infispxp > —€ Yn>ng

(i) = supinf z, >z —¢
n>1k>n

sinfzg,<z+e Vn>1
k>n

(ii) = supinfk > nzp >z +¢
n>1
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In (i) & (ii) € 0 gibt z = sup inf =4
n>1k2n

Fall x = +00
=Ve>0 Tp > ¢ Vn > np(c)

= inf xp > ¢ Vn >ng(e) = sup inf xp > ¢
k>n k>1k>n
= sup inf z = o0

k>1k=>n
Falli = —00
= Ve e R dJTeilfolge x,, <c=infy>pz<c Vn
= sup,, infy>, 3 < ¢ = supinf = —oo

. Man beweise: Sei (A,) eine Mengenfolge, dann gilt:

a) limsup 14, = Liimsup 4,

b) liminf 14, = Lyminf 4,

C) A, T Ay & 14, T 1 4,

d) 4, | Ag = 14, | 14,

e) imA, =A< limly, =14,

Beweis:

a) limy, supy>, 1a,(z) =1 & Ing € N:Vn > ng : supys, La, (z) =
1
AN supgs, la(v) =1 3k>n:ly =1k >nre i<
vel|lJA VneN

k>n

b) Analog zu a)

c) Ap T Ao,z € Ag & T4.(x) =1 dr € 4, 1 14,(x) =1«
lml,, =1

d) Analog zu c)

e) lim A, = Ap < limsup 4,, = liminf A, = Ay < (a), (b)
limsup 1y, =14, = liminf 1 4,

. Sei a,, eine Folge reeller Zahlen; man zeige:

limsupa, = lim sup ax
n—o00 =0 p>n

liminfa, = lim inf ax
n—0o0 n—oo k>n
Beweis:
lim sup a,, =dgr. Hpkt der Folge d.h.
Ve > 03Vnk > nap > d—¢€,3Ing:Vn>ny ar <d-+e¢

=supay <d+e€ Vn>ng=limsupay <d+e€ (ebel.= Beweis
k>n k>n
sein € N bel. = supay > d — €= limsupay > d—¢ O
k>n k>n
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9. Man bilde lim sup a,,, liminf a,,, lim sup A,, liminf A,, mit a,, := (—1)"(1+
L) VneN A4, :=[-2a,]
Losung:

limsupa, = 1,liminfa, = —1
limsup A,, = [-2, 1], liminf 4,, = [-2, —1]

10. Sind (A;,), (Bn) zwei Mengenfolgen, so gilt:

a) (limsup A4,)¢ = liminf A%

b) liminf A, Uliminf B,, C liminf(A, U B,) C limsup(A4, U B,) =
limsup A, Ulimsup B,

Beweis:
(MU =U N4
neNk>n neNk>n
U ﬂAklUU mBkQCUﬂ(AkUBk)
n1ENki>n no€N ko>n neN k>n

D E

reD=dn:x € A
Vk>n =x € A UBy
Vk>ny =€ m(AkUBk;)

k>ny

aﬁEﬂU(AkUBk)

n k>n
SVneN:dK >n:x € AV € By,

o.FE.d.A.x e A

azeﬂ U Akluﬂ U A,

n1 k1>n1 n2 ka>no

SVndk>n:x €A,V VYndk>n:xz € By

11. Man zeige: O A = ( m Ak L_J AkAAk_,_l

k=1 k=1
R
Bewels n
ﬂ A C U Ae A ADA C A VE
k=1
= RC U Ay,
k=1
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12.

n n
Sei umgekehrt w € UAk:(wGAk VK =1,...,n) wG(UAk)\
k=1 k=1
() A
k=1

def. fiir: w 6 LnJ Ak ﬂ

n(w) = min{k : wgéAk} B
Sei n(w) >1l=>weA n(w)—1,w ¢ An(w) = Ww € An(w)—l \ An(w) c
n—1

Ap)-10450) € | (ArDAgs)

Sein(w)=1=w §§:A1, definiere in diesem Fall:
l(w)=min{k:w e A} 2<Il(w)<n

n—1
Somit w Qé Al(w),l,w S Al(w) = weE Al( )AAI 1 C U ArAAg O
k=1

Bestimmen Sie liminf A,, und limsup A,, fiir folgende Mengenfolgen:

a) A, :=[0,1], falls n gerade und := [1, 2], falls n ungerade ist;
b) Aoy :=[-2+4,1— 1], Ao :=[—1,1+ 4] VkeN;
¢) Ay :=(0,1—1], falls n gerade und := (,1), falls n ungerade ist.

Sind die Folgen isoton? Sind sie konvergent?

Losung:
a) A=Tmd, =[] |J 4r=[)10,2] = [0,2]
kEN k>n keN
A=1limA, = [ () 4= ({1} = {1}
keN k>n keN
Nicht isoton, nicht konvergent!
— 1 1
b = — - 2] ==
) A=l 2+n,1+n] [—1,1]
neN
U Nir1-1=Ubn=M0
n7 n ) b
neN 2k>n neN

Nicht isoton, nicht konvergent!

¢) A= ((0,1) = (0,1

neN 1 1
A= 1--1=(0.1)
neN

Nicht isoton, aber konvergent!
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13. Es sei Q = R?, und A,, bezeichne die offene Kreisscheibe mit Mittel-
punkt ((71)71,0) und Radius 1.

n

Bestimmen Sie lim inf A,, und lim sup A,,!

Losung:
Ny
wednw=(ry) o (o-CL) +y2<i (*)
1) Gelte w € A :=liminf A,

= dnpeN: (%) Vn > ng
Bl Yaza ()

z>0: —2(=1)"z >0 firn=1(2)
?+y? <1 2<0: —2(-1)"z >0 fiir n=0(2)
z=0: 3y’ <1
= AC{w:22+¢y? <1}

Gelte umgekehrt: 22 + 72 < 1
weil t+—— (z+1t)% stetig bei O:

36>0: (z—t)2+y2<1 Vit <o
(z+t)?+y* <1

D™\ 2 1
:>(:1:—T> +y° <1 Vn > 5
= (z,y) € An Vn> 5= (z,y) € A

= lim4, = {w: 22+y?<1}

Gelte w € A := limsup A4,

= (xx) flir oo viele n =22 +y?>1

Ang: (0,1),(0,—1) € A : geht nicht, denn (;L—I)O—i- 1+ nflg < 1 gibt
Widerspruch

= ACB:={w: 2*+y*>>1}\{(0,1),(0,-1)}

Sei w = (x,y) € B

Falls P+ <l=>weACA

Falls ?4+yi=1

Istx>0=30>0: (x—t)?<2? fir0<t<$§

n\ 2
:(m—tﬂ» +y? <a?+y*=1 fiirn>3,n==0(2)

n

Istz<0=36>0: (r+t)2<2? fir0<t<$§
o\ 2
é(m%—(—%)) +y?<a?+y? =1 firn>n==1(2)

n
kommt nicht in Frage, denn (0,1),(0,—1) ¢ B
Fir 2 > 0 bzw. £ < 0 ist w € A,, fiir oo viele n
sweA
— A=B
A G A nicht konvergent!

n\ 2
Ist:c:(),soisty2:1 (:><_&) +y2>1)
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14.

15.

Ta,n 04, = sup 14, (mod2) (2)

Daraus folgt: AlA . A A, besteht aus alle Elementen = € €2, die einer
ungeraden Anzahl der Mengen A1,..., A, angehéren. Zeigen Sie dies
auch direkt (ohne Formel (2)) mit Hilfe von vollstéandiger Induktion!

Losung;:
vollstdndige Induktion:
n=1: 14, =14, (mod2) trivial
Gilt (2) fiir n, B, = AiA...ANA,
]lAlA Adnir = IB.ra,, =1, +14,,,(mod2)
n+1

= Z]IA + 14 +1 (mod2) Z]IA (mod2) [0 Direkt:

=1
n=2: AIAAQ:{J::(xeAl ANxg¢A)V(x¢d Al N xe A}
x in genau einer der Mengen. Ansonsten kommen nur die ge??7? An-
zahlen 0 der 2 in Frage
Gilt fir n: B, = 1A ... AA, = {x : & € Apfiir eine ungerade Anzahl
der Ak}
BnAAn-l—l = (Bn - An+1 U (An—‘rl - Bn) =
= {z : x € A, fiir eine ungerade Anzahlvon A, (k<n)Az ¢ A1}
U{z: x € A fiir eine gerade Anzahl von A, (k<n) A z € A1}
= {z : © € A} fiir eine ungerade Anzahl von Ay (k<n-+1)} O

Q4,...,Q, seien nichtleere Mengen, A; C Q;(i = 1,...,n) Teilmengen,
Q=x2, Q=01 X xQyp, A= x A
Dann gilt:

A= Q= A=) (A x -+ X Ajg X AF X Qigg X - X Q)

i=
(Wesentlich ist die Darstellung von A€ als Vereinigung disjunkter Men-
gen! Bei A§ bezieht sich die Komplementbildung natiirlich auf ;-
Veranschaulichen Sie sich die Gleichung anhand von Beispielen in der
Ebene bzw. im dreidimensionalen Raum!)

Losung;:

x=(x1,...,2y,) € A°

i(z) :=min{i : z; ¢ A;}

=TI € Al,...,xi_l S Ai_l,:ri S Alc

Sz ey (Al X X Ajm X AS X Qi1 X -+ x Q)

Umgekehrt:

zed (Al XX Aimp X AS X Qigg X - X Q)
:>$1¢Ai:>l‘EAC O
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16.

17.

1T A xAg
c / EA? X QQ
Aj A2 Al1xA2
\
L
\w/ -1
Af
3
A |
e
1
Man beweise: limA4,, C limA,,
Beweis:
m>n: ﬂAkQUAkQUAk
k>n k>n k>m
m>n: ﬂAkgAmgUAk
k>n k>m
= (Y4 < |JA vmeN
k>n k>m
= (4 C () U Ar =limA, vn
k>n meNk>m
= J () 4 C IimA,
n k>n

Ist (A,) eine Mengenfolge, so zeige man, dass gilt:

limA,, = {w : w liegt in unendlich vielen A,}
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18.

19.

limA, = {w : w liegt in fast allen A,}

Beweis:
imA, = () | 4
n k>n
w € limA,, © Vn 3k :w € Ay
ny=1:k =min{k >ny:w € Ay},
ny =ki + 1, ks = min{k > ng : w € Ai}
n; = kj_l + l,kj = min{k > n;tw e Ak}
= w € Ag; Vjmit ky < kg <--- = w in oo vielen Ay
w in oo vielen Ay = 3 Teilfolge (k;)
wEAkj Vj:>v‘]5|kj Zj:wEAkj

J k=>j
(limA,, )¢ = (U mAk>C:mUAz:{w:winAfLio}
< (limA,) :” {kuz)n w in fastnalklig Apn} O

Man zeige, dass fiir monoton wachsende Mengenfolgen gilt: lim A4,, =

UAn

und analog beweise man, dass aus A, \ folgt lim 4,, = () 4,.

Beweis:
limsupAn:ﬂ U A C U A C UAk
n k>n k>n k>1
An /= () Ak = A = limA, = () 4= | 4n
k>n n k>n neN

Somit | J A = limA, >TimA, C | A,

n>1 n>1
= limA,, = imA,, = UAn

N

Ap \= A5 /= TmAS = limAS = | A5
= limA, = limA, = (UA;)C — M 4n
Man zeige:

a) Limint 4, = iminf 14,
b) Ljim sup A, — lim sup ]]'An
Beweis:
Sei w fest, (]]‘An (w)) ist eine Folge aus {0,1} (der Indikator kann nur
)

0V 1 annehmen
Somit: lim1 4, (w) € {0,1}
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20.

21.

Sei lim1 4, (w) = 1 = es gibt hochstens endlich viele n mit 14, (w) =
0=3ng: Vn>np:14,(w)=1= wliegt in fast allen A, = w €
mAn = ﬂmAn(w) =1 O

Ist R#0D (R CP(Q)) ein Mengensystem, fiir das gilt:
A BeR=AAB R N AN B € R, so ist (R,A,N) ein Ring im
Sinne der Algebra.

Beweis:

1) AA(BAC) = (AAB)AC

AA(BAC) = AN[(BNC)U(BNC)]U[(BNC)U(BNC)|NAC =
= AN[(BNC)N(B°NC)JU(ANBNCE)U(A°NBNC) =
=AN[B°UC)N(BUCY)|U(A“NBNCY)U(A°NB°NC) =
= AN[BNB)UBNC)UBNC)U(CNC)U(ANBN
CHU(A°NBNC) =

= (ANBNC)U(ANBNC)U(A°NBNCS)U (AN B NC)
symmetrisch in A, B, C = Beh. O

2) AAB = BAA

)

3)

4) ANA =)
5) AN(BNC)=(AnB)NnC

6) AN(BAC)=(ANB)A(ANC)
Beweis:
AN(BAC)=AN[(BNCU(BNC)| =
=(ANBNCYU(ANB°NC)

(ANB)A(ANC) =
_ [(AﬂB) (ANC)TU[(AN BN (ANC)] =

— [(ANB) N (A°UC)] U [(A°U B M (AN C)] =
=(ANBNCYU(ANB°NC) O
mit Indikatoren:

Taap =14+ 1p—2141p

Laanacy =1a+1pac —21alpac =
=1la+1p+1c—21ple —214(1p + 1c —21plc) =
=1a+1p+1¢c—2(1alp+1alc+1ple)+ 4141510
symmetrisch in A, B,C O

Sind I, ..., I, endliche Indexmengen, so gilt fiir beliebige Mengen
Aiﬂ‘ 1=1,...,n, j€l
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=1j€el; (]1 77777 jn)eXlnlez =1
(b)
n n
UN4u= N Uss
=1j€l; (J1seesiin) EXP I i=1
Bewelis:

n
(a) we ﬂ U AijeVidji € I tw € A j,
i=1jel;

n
~ El(jla R 7.]71) € XinZIIi W e ﬂ Al»]z

=1
n
S w e U m Ai,jz‘

(J1-rdn)EXP 1; i=1
(b) de Morgan

22. Man beweise:

)
)
(c) AAB = BAA
)
) ANA =10
)

(a) AAB = (AN B°) U(A°N B) symmetrisch in A, B und A¢, B¢

(b) (AUB)\(ANB)=(AUB)N(ANB)*=(AN(ANB)°)U(BN
(AN B)) =
(AN(A°UB®))U (BN (A°UB°))=(ANB°)U (BN A

(c) trivial
(d) AA(ANB)=(A\(ANB)U((ANB)\A)=ANn(ANB)* =
—_—

0
=AN(A°UB°) =ANB°

(6) ANA=(AUA)\ (ANA)=A\A

=0
(f) AAA® = (AU A\ (AN AS) = Q\ ()

Q

48



23. I, J, () seien nichtleer, A; ; CQ Viel,jecJ
= ﬂ XicrAij = Xier ﬂ A j

JjeJ Jje€J
Bewelis:
v € () Xierdij & o= (ai)ier : 2; € Aij V]
jed
S € ﬂAm s x=(x;) € Xier ﬂ Aij
j jed
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1.7 Zerlegungen

1. Man zeige, dass die Jordan-Zerlegung um, 1~ eines signierten Mafles
minimal im folgenden Sinn ist: Gilt y = v1 — vy fiir 2 Mafle 1 und vo,
so folgt daraus: p™ < vy und p= < e

Losung;:

(P, N) haben Zerlegung zu put, u~

v1(A) > 1 (ANP) > 1 (ANP)—va(ANP) = w(ANP) = ut(ANP) =
P (A)

va(A) > n(ANN) > n(ANN)—uvANN) = —u(ANN) =
p(ANN) = p~(A)

2. Sei A das Lebesgue-Mafl und u = puo + pg ein signiertes Lebesgue-
Stieltjes-Maf} auf (R,) mit der Lebesgue-Zerlegung puo < A, g L.
Man zeige:

(a) pgs ist A-fu differenzierbar mit Dyug =0 A-fii.
(b) nc(A) — gM(A) < v(4), VAEB, VgeQmit

. duc
V(A) = Aﬂ[%>q} (€~ g)an

(c) Duc < q+ Dy, Mfi
(d) Duc < q Mt auf [%C < g]
() M[%c < g < Ducl) =0, Yge€Q
(f) A([% < Dpe]) =0
(&) M[%¢ > Duc]) =0
) C

ddL)\ = Duc = Du, Mfi

(Hinweis: In der Vorlesung wurde gezeigt, dass aus p(A) = 0 folgt: p
ist auf A M\-fii differenzierbar mit D, = 0 A-fii auf A.
Wenn man in (b)-(f) p durch —p ersetzt, sollte (g) sehr einfach sein.)

Losung;:
Wegen D(—p) = limy, o0 Supe, %g’;) = —lim,, infg ’;Egg = —-Du
und LTKC) = —dg—f, ergibt (1)

angewendet auf —pu:




Somit geniigt es, (1) zu beweisen.

— _duc duc —

reicht es aus /\([dg—/\c <a< E,u]) = 0 zu zeigen.

Sei A := [dU/lec < a]

_ dpc
v(B) = /B s Cix 0D

Wegen v(A) = 0 folgt aus Satz (S201)
Dv = 0 Mfii auf A
Nun gilt:

MC(C)—aA(C):/C(Ci’lf—a)dxg/m[m> ] (%C—a)dxzum) VO e B

= 4l <a+§iG VCedi WneN

= Duc <a-+Dv Mfi

Damit gilt aber ﬁﬂo <a Mfiauf A
= )\([da’;—)\c <a<Dpcl])=0

Wegen Satz (5200) gilt aber auch ﬁ,usz 0 \-fii
= Dug = Du+ Duc = M[%s < a < Dpu]) =0
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1.8 Anwendung: Satz von Fubini

1. Sind (24, 6;, ;) i = 1,2 zwei o-endliche Mafiriume, so zeige man,
dass aus v; < p; @ = 1,2 folgt: 11 @ v9 K 1 ® e, und dass dann
gilt:

dv1 ® vy B dvy  dis
dpt @ po dpr dps
Losung:

Nach dem Satz von Fubini ist

P(AXB) = [, 5 % (2) 32 (y)d( @ po)(, )
= fA fB gzll gZZ y)dpsa(y)dpa ()

= I/l(A)I/Q(B) =1 Q VQ(A X B)

Also stimmt das Maf} p fiir messbare Rechtecke A x B mit dem Pro-
duktmaf} iiberein und wegen des Fortsetzungssatzes gilt daher p =
1 ®vs. Daher ist der Integrand % . jﬁ die Radon-Nikodym-Ableitung
h, Qs _ dvi | dva

von vy ® V2, d. dpi®u2 ~ dpr  dus

Die absolute Stetigkeit folgt aus der Integraldarstellung und braucht
nicht extra gezeigt werden.

2. Man zeige, dass

lim
M—oo Jg x 2

(Hinweis: Verwende den Satz von Fubini und die Relation

1 o
- = / e~ dt, x>0.)
0

x

Losung;:
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/

/sinx

sin x

X

dx

—

ax

(/e‘m sin bxdx = a;ierz(a sinbz — bcos b))

. 1
—cosx, /cosx =sinz, /szx = arctanx
T

M ) 00 M
/ (sinx/ e~ dt)dx :/ [/ sinz.e”'dz]dt
0 0 0 0

00 —t
/0 [ﬁ_;(—tsinx - cos:v)‘g/f]dt =

00 1 e—tM )
/0 [W - W(tsmM—i—cosM)}dtM — 00

< gt
o 1+

T
= arctant‘go = 5
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1.9 Stetigkeit von oben

1. Bei der Definition der Stetigkeit von oben ist die Endlichkeitsbedin-
gung unerléfllich, wenn die Aussagen von Satz 3.7 gelten sollen.

Lg:

Q=10,1 2A=P(NQ) ist o-Algebra
A) — 0, A abzihlbar

MA) =1\ oo, A tiberabzihlbar

veeQgilt {2} =0 (z— L2+ 1) =12, 4, Ay N\

0= pf{x} # oo = limy, 00 u(45)

Ist MaSB.
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2 Dichte- & Verteilungsfunktion

2.1 Verteilungsfunktion

1. Man zeige, dass

F(z1,...,Tp) = min(z1, ..., Tm)

eine Verteilungsfunktion auf R™ ist
(Hinweis: Angenommen, es gilt 0.E.d.A. a,, = max(ai,...,ay), dann
gilt fiir alle z; und a; < b; :

: i—1 e 1
mln($1 , Gy T P41 )
: i—1 -1
min(zy , a;, @ z+1 s Q)
1 —1
min(z} !, a;, 2 i1 > bm)
mit z¥ := (24,...,2), 4 < k. Damit sollte man die Aussage aus der

expliziten Gestalt von F' folgern kénnen. )

AGF = T (COER PG (0= g )

— F(er a7 (1= He ! a))
0 Ve 1#0

fiir 61 = 0 erhalt man:

F(bl,...,b ) F(bl,... bm 1,am):

min b; — ap, = minb; — maxa;, fallsa,, < min b;

1<i<m 1<i<m—1
min b; — min b; >0, falls a, > min b;
1<i<m 1<i<m—1 1<i<m—1

2. Man zeige, dass

(a)

F:R? — [0,1] mit
0, r<0Vy<0
y'—(y—a2)" 0<az<y<l1
F(z,y) =4 y", 0<y<1lAy<uz
1-(1-2)", 0<zxz<l,y>1
1, 1<,y

eine 2-dimensionale Verteilungsfunktion (im eigentlichen Sinn)
ist.

(Hinweis: Wenn Sie F' als Integral einer nichtnegativen Funktion
darstellen ist alles klar!)

Ist f: R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion, so ist

- () - F@) w<y
F“”“‘{f@w, >y

eine 2-dimensionale Verteilungsfunktion auf ([0, 1]%, B).
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Losung:

OF ny" ! —n(y—2)" 0<z<y<1
= 1 W 0<y<ly<w
Oy 0, sonst
OF [ -1y -2)"? 0<z<y<]
m N { 0, sonst
b b2 gp
P((al, bl] X (ag,bg]) /al o 8y8xdmdy 2 0

=,

(b) @ <b= f(@ < f(b) und aus a) folgt 0 < AL F = ALF
3. Man zeige, dass F'(z,y) := (1—e " "7Y)1| o) (7, y) keine zweidimensio-
nale Verteilungsfunktion sein kann.

Lg:
Wir wéhlen einen Punkt aus: a1 = a2 =0,by = by =1

= F(1,1) - F(1,0) — F(0,1) + F(0,0)
= l—-e2—-14elt-t14elt41-0¢

2 1

= S-—5-1

e e
= —0.3995764009
F ist keine zweidimensionale Verteilungsfunktion.
4. Man zeige, dafl eine in jeder Argumentvariable monoton wachsende

Funktion keine Verteilungsfunktion sein muss.

Losung;:
Gegenbeispiel:

0,0) (1,0)
0.1) 1,-1)
o 1, z4+y>0
Fz,y) = {O, sonst
AGOVF = p((0,1] % (—1,0]) = —1
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5. Stellen Sie die Verteilungsfunktion F' mit

T 3
F(z) = 01_x0(z)+ 51[0,1)(37) + 1]1[1,2) (r)

z+1
1 .]1[2,3) (l’) + 1.]1[3,00)(1‘)
dar als Mischung einer diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilung mit ei-

ner Verteilung mit stetiger Verteilungsfunktion.

+

Losung;:

1, z€[l,2) A z€[3,00)
Pp(z) = { 0, sonst
3

1
Pg ist gegeben durch F(x) = ZPD + ZPS

x <0
= 0<z<l1
1<z<?2
= 2<xr <3
>3

Pg =

B wlhwlks O
I8
W

N
—
Ol
|
8
-+
—

,_.
RS

O vl s e
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2.2 Cantorsche Menge
1. Sei F': R — [0, 1] definiert durch:

0, <0
> .CEZ'/2

F(z) := ; 20’ ved
sup{F(y):y<z,y€C}, z€0,1]\C
1, z>1

)

oy

wobei z = Z S—Z eine triadische Darstellung von x ohne Eins und C
i=1

die Cantorsche Menge ist. Man zeige :

(a) F' ist monoton wachsend.
(b) F(C) = [0,1].

)
)
(c) F ist stetig.
) F
) n

(d ist auf R\ C' differenzierbar mit F’(z) = 0.
() ur(C)=1 A pr(R\C)=0.
Lg:

a) Seizr<yeC=zx= —l = =
(a) y Z; 3 ; :

kE=min{i: z; < y;}
Wegen z;,y; € {0,2} -z =0,y =2 —

P = zmﬁz

i=1 k+1
1
< 5 + 55
1 .
T
< Lyttt
=1
Yi
21
Yi
< o
(b) Jedes x € [0, 1] hat eine Darstellung
o0
$ . .
T = 2z:>x—F(y)m1tyi:2xiundy: %

i=1
(c)zeC*=3>0:IneN: (v —0,2+9) € I, mit

= Ink = Flz = 6) = F(x) = F(z +9)

n k=1
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(1171 = (%7 %)7 12,1 = (%a %)7 12,2 = (ga g))
reC:F(z)=1—-2=1—F(x+h)=1Vh>0.
Sei

e>0: F(zx)—e<1
— Jy<z:F(y)=F(x)—e¢
— VB E (y,2) gilt [F(B) — F(x)| <e
Sei F(z) € (0,1),e>0:0< F(z)—e< F(z)+e<1
suche y; : F(y1) = F(x) — €, F(y2) = F(x) + €
Vz € (y1,y2) : |F(z) — F(z)| < e — F stetig.
F(z) - F(z —y)
Yy

(e) urp((R)) =1 Klar.
Aus d) — prp(Lnr) =0V, — urp(C =0

(d) siehe c): =0,V € I, ;Vk,n
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2.3 Berechnen der Verteilungsfunktion

1. Eine stetige Zufallsvariable £ mit Werten in [0, 00) besitze die Dichte
f(z) = ax®e " 0 < 2 < oo und k > 0. Man berechne den Koeffizi-
enten a, die Verteilungsfunktion F' und die Wahrscheinlichkeit fiir das
Intervall (0, ).

+oo
Hinweis: Fiir die Dichte gilt: / flx)dx =1

Losung;:

00 —kx 00
2 —kx _ 2, _6 2 —kx
/Oo(axe da:) = a[aj < k>0+k/0 (a:e d:c)]
1 o
_ 2
B a[:v .<_k€kz> 0 *
o () [ (e
EVT\ TkeRr )| Tk Sy e
1 o
B “["”2'<_kekw>o i

+2 { ( 1 ) 0 1 OO}}
2y (= _ -
k kxefkm k2ekz 0
ax? 2ax |~ 2a | 2a
_kekx 0 B L2k _kSek.t 0 - ?
—_— Y
=0 =0
k3
= -
475
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F(z) = / f(t) / (#eHar) =

B t2 “+ 2 e 1M
- 2  kekt o Kk  kekt o kZeft|, -
K 2o 2 |t 2 T
- 92 kekt 0 k2 ekt 0 k3 ekt 0 -
ol I T O B
T 2R, e ek,
B k22 kx 1
= o gk T

k k
1 oL kLo 5
F(=) = ——Fk _~ k_ — 11=1-—=0. 13971
(k) ! e s 5 0.080301397
1

IP’(§<%) = 0.0803013971

2. Eine Zufallsvariable X besitze die Dichte f(x) = ce *l z ¢ R,\ > 0.
Man bestimme die Konstante ¢ und die Verteilungsfunktion von X.
Hinweis: Erinnern Sie sich: [ f(z)dz = 1.

Lg:

e Mdg c

-
F(z) = / AeMdt

Do | >

1—6_;30 3:>0

3
=
I

3. Eine Zufallsvariable besitzt die Dichte f(x) = %, x> b > 0. Be-
rechnen Sie die Verteilungsfunktion.
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Lg:

x aba x 1
—dt = aba/ —
/b tatl b tatl

1—b%*a:1—(
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2.4 mon.st.Funtkion, Sprungfunktion, Unstetigkeitsstellen
1. Gibt es eine monotone , Funktion f:R — R mit f(R) = R\Q?

Lg:
f monoton = Vo € R: 3f(z—) < f(z) < f(z+)
angenommen f(z+) > f(x) = (f(2), (f(z+)) £ f(R) = f(R) # R\Q

Analog folgt f(z—) < f(z).

Somit ist f stetig.

SeinQVnEN:rn6R:q>f(rn)>q—%

Sei f(s) >q=Yn:r, <s

fp=max7r; / N 7p<s=3dlimr,=r
1<i<n

A f(r)=1lim f(r,) = q—lim% =gq

2. Def: Eine Funktion G : R — R heifit Sprungfunktion, wenn es eine
hochstens abzéhlbare Menge J < R gibt, eine Funktion p : J — (0, 00)
mit Z p(z) < oo Vn € Nund ein ¢ € R gibt, sodass

z€JN[—n,n]

c+ Z py), >0
(=) c— Z p(y), = <0.
yeJN(x,0]

Ist F': R — R rechtsstetig und monoton nichtfallend, so existiert eine
stetige, monoton nichtfallende Funktion H und eine ebenfalls nicht-
fallende Sprunkfunktion G : F' = H + G. G und H sind bis auf eine
additive Konstante eindeutig bestimmt.

Lg:
J:={z:F(z) > F(z—)} ={z1,22,...}
p:J = (0,00):p(x;) = F(x;) — Fx;—)

Z p(xi), >0
Z p(z;), x<0.
z;€JN(z,0]
Wegen . c jn—nn P(¥) < F(n) — F(—n) (siehe voriges Bsp.) ist G

Sprungfunktion.
Weiters gilt:

r<y=Gy)-G)= Y  plw)<F(y) — F8x)
z;€JN(z,y]
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(siehe voriges Bsp.).

Somit gilt:
H(y) == F(y) — G(y) > F'8z) — G(x) = H(x)
Aus
Gla)—Go—h) < F(a)—Flz—h) =0
< }lli{]%G(x) —G(z—h)
< lmF)-Fla-h) Ve
— lmGla)~Glz—h) =0 VreJ.
Fiir 2; aus J gilt aber
lim(F(z;) — F(x; — h)) p(zi)

Somit
=
Sei
Sei
Gi(x)

A I
=
&

|
2
8

|
Q
8
|
=

zi€JN(x;—h,x;]

lim(F(z) — F(x — h)) =
hm(G(w) —G(x—h)) Vz
lim (H () — H(z 1)

lim(F(z) — G(z) — F(x — h) + G(xz — h))
lim F(z) — F(z — h) —lim G(z) — G(x — h)
0 = H ist stetig (Rechtsstetigkeit ist klar)

F = H +Gy
= H,+ Go, H,; ist stetig,
G; Sprungfunktion,

= H, - H,
= G2—Gy
= ¢=* Z pi(y)
yeJ,ﬂ(O,x}
o (Hy — Hy)(x) — (Hy — Ho)(z — )
= (G2—Gi)(z) — (G2 — Gi)(z —h)
= 0

illig"(l)(Hl — Hy)(z) — (H1 — Ha)(z — h)

po(x) —pi(x) Vee iUy
b1 =D2
G2=G1+(CQ+61)
Hi—Hy=cy— 1

$ 44
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3. Man zeige, dass jede monotone Funktion £’ : R — R hochstens abzéhl-
bar viele Unstetigkeitsstellen hat und dafl Vz € R gilt:

fla—h) = lim fw—h) < f(z) < fo+ 1) = im o+ )
Lg:
fle—h) < f@) < fw+h) h>0

hi < he = f(x+ h1) < f(x + he) = Ilim f(z + h) > f(z)
analog fiir f(x—)

Sei J,

N
=

A

{z: fla+) # f(z—)}
U

neN
| ]|
Ro

A

4. Ist J die Menge der Unstetigkeitsstellen, so zeige man, dafl
r<y= S o) - faio) < fy) - f(a)

z;eJN(x,y)

Lg:
Sei (x;;) die Teilfolge von J in (x,y). Betrachte (z;,,...,z;,). Sei

h < min {|96zj - wik’aj # k, |37 - xij|’ |y B x%‘}

2
Sei 0.E.d.A. angenommen dafl z < z;, < --- < x;, <y. Dann gilt:
zi; +h < @i, —h
< 0V
j=1
< Zf(xij+h)_f(xij_h)
7j=1
< f@i, +h)— f(zi —h)
< fly) = fla)
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Da Vn € N gilt

Z f(xl]+) - f(xij_)

<.
Il
-

M

<
Il
-

f@i+) = fei;—)
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2.5 Verteilungsfunktion & Lebesgue-Stieltjes-Maf3
1. Die Funktion F' auf R sei gegeben durch

0, <0

z, 0<x<2
Flx) = 22, 2<x<3

9, x>3

(a) Man zeige, da8 F eine Verteilungsfunktion ist.
(b) Man bestimme: pup(Q), ur((0,2)), pr({2}) und pp(R).

Losung;:
prR) =9, ur((0,2) = 2
pr(Q) = pr({2}) =2

.

3

2 9

1

2. Auf R? sei die Funktion F gegeben durch
zy?, y >0

Fa,y) = { 0, sonst
Man zeige, dafl F' eine Verteilungsfunktion ist und bestimme das Maf3

pr des Einheitskreises.

Losung;:




_ 1 (Y
N N
3. Wenn pp ein L-S-Mafl mit stetiger Verteilungsfunktion F' ist, muss

dann jedes A € L mit urp(A) > 0 eine nichtleere offene Teilmenge
enthalten?

Lg:
Nein! Sei F' die Cantorsche Funktion: Klarerweise gilt pp(C) = 1 und
C ist nirgends dicht, dh. V(a,b) #0: (a,b) N C° # 0 = (a,b) £ C

4. Man iiberpriife die folgenden Aussagen, wenn pup ein L-S-Mafl mit
stetiger Verteilungsfunktion F ist.

(a) |A[<Ro= pp(d)=0

(b) up(A) >0=3(a,b) #0:(a,b) C A

(c) pr(A) >0 A pp(A°) =0= Aist dicht in R

(d) c) gilt fiir das Lebesgue-Mafi A

Lg:

(a) A={wy:neN} AcC,(w, — by, wy] mit

O 2 |[F(wy) — F(w, —6,)| <57 €>0
€
() Y5 = e ur(4) =0

(b) Gegenbsp.: up =X\, A =R\ Q
(a,0) 0= (a,b)) NQ # D= (a,b) £ A
AMA) =0
(C) F(a:) = 33]1(071] + ]1(1700) = ,up((o, 1]) =1, ,up((o, 1]0) =0
(0, 1] nicht dicht in R
(d) Sei A(A) > 0,\(A°) =0
angenommen A nicht dicht = A # R = A° #£ (), A€ ist offen.
Sei x € A° = J(a,b) C A°: x € (a,b) C A° =
= MA°) > A(a,b) > 0.
Aber A C A = A° C A° = \(A°) > 0 Widerspruch!!!
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5. Man zeige, dass fiir die Stetigkeitspunkte x der Verteilungsfunktion
F' eines Lebesgue-Stieltjes-Mafles p gilt: Ist p in x differenzierbar, so
ist auf F' in z differenzierbar und es gilt: Du(x) = F'(x). Daraus leite
man den Satz von Lebesgue ab, dass eine auf [a, b] monoton wachsende
Funktion F' \-fii differenzierbar ist und dass gilt:

F(b) — F(a) > /[ ) Fld\

mit Gleichheit genau dann, wenn F' absolut stetig ist.

Losung:

Aus Satz (S202) folgt bereits, dass Dy A-fii existiert und Dy = dg—)\c A-
fii.

Da F monoton ist, hat es nur hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeits-
stellen, ist also stetig A-fii.

Sei xq ein Stetigkeitspunkt von F, fiir den Dy < (z¢) = c existiert.
Aus der Definition von von Du(z) folgt, dass Ve > 03dn, Vn mit

% - C’ < ¢ V offenen Intervallen C' mit xg € C

AC) < 1. Sei zg < y mit [zg — y| < n%
Sei Cpy i, = (zo — %,y + %), wobei m > me, k > k. mit m,, k. so, dass
)\(xo — i,y-ﬁ- k%) < nis

R
Somit gilt ‘H(;:i—"w — c‘ < eVk > ke,m > me

o+t
Nun gilt ﬂ(az ! —i—l)—(a: ! | VYm
g 0 may L - 0 may
k>ke
Daher muss gelten:

—cl<e Vm>me

’u((wo—;,y])
Yy —xo+ %

Das ist gleichbedeutend mit:
‘F(y) — F(zo — o

m

<e Vm>me

—C

Yy — o+ %
Da F in z( stetig ist, folgt daraus:

F(y) — F(xo)
Yy—2Zo
Dies bedeutet aber, dass die rechtsseitige Ableitung von F in xy mit

Dp(zp) iibereinstimmt.
Wihlt man andererseits ein y < xg mit g — y < n% und k. so grof,
dass \((y, zo + 1715)) < L s0 gilt auch:

Ne’

—c’<e Ve >0

—C

1
Hon ) )i,

Io—y—f—%
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—c| <€

Somit ‘”((yxo]) _c‘ _ ’FW-F(W

To—Y To—Y
Demnach stimmt auch die linksseitige Ableitung von F' mit Du(xg)

iiberein.
Somit F'(zg) = Du(xo) = dg‘—/\c(mo)
Folgerung: (Satz von Lebesgue)
Ist f : [a,b] — R von beschriankter Variation, so ist f A-fii differenzier-
bar.
Ist F': [a,b] — R monoton wachsend, so ist F' A-fii differenzierbar und
es gilt:

F(b) - Fla) > / F()dA() . (1)

[a,0]

Beweis:

f=F—-Gmit F /G / F,G stimmen A-fii mit rechtsstetigen
Funktionen {iberein.

Somit gilt wegen des vorigen Satzes f' = F' — G’

Ist F monoton, folgt wieder aus dem vorigen Satz:

Iy % B . . _ e
/[a’b]Fd)\ = /[(Lb] 7\ d\ = pcla,b) < u(la,b]) = F(b) — F(a)
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2.6 Dichte, gemeinsame Verteilung & Unabhingigkeit

1. Seien Xi,...,X,, unabhéngige, identisch verteilte, stetige Zufallsva-
riable mit der Dichte f und der Verteilungsfunktion F'. Sei weiters
X(ny == max{Xj,..., Xp} und X3y := min{Xy,..., Xp}.

(a) Man bestimme die Dichte und die Verteilungsfunktion von X
und X ).

(b) Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilungfunktion von (X1), X(,))-

(c) Sind X(;y und X,y unabhéngig?

(d) Fiir 2 unabhéngige, auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable X1, Xo
bestimme man o (X1, X(2)) und die durch (X (), X(9)) induzierte

Verteilung.
Losung:
Hinweis : F( Xy <2) =P(X1 <zN...NX, <) analoges gilt fiir
F(TL)'

(a)
Fx, () = F(Xg <z)=P(X;<zn...NX, <)
= [[pxi<a)=[[Fa) = (F@)"
i=1 i=1

Fx(@) = Fx, (@)=n-(F@)"" F(z)=n-f(z) F""}(2)

FX(l)(fL') = 1—P(X(1)>:E):1—]P>(X1>:Eﬂ...ﬂXn>£L')
- 1—]_2[IP’(XZ->:L‘):1—(1—F(9C))”

i=1

fxa(@) = n-(1=F@)" ' (~F'(z)) =n- f(z)- (1 - F2)""
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FX(1)7X(n) (l‘, y) -

P(Xq) <2znNXp) <vy)

IP)(AX(n) < y) - P(X(l) >z N X(n) < y)

72



0(X1,X2) ={ACQ:3B € By : (X1(w), X2(w)) € B}
Beh. : 0(X(1), X(2)) = {4 : 3B € By : (X1(w), X2(w)) € B A (X1, X3) € B
& (X9, X1) € B} i=¢
¢ ist eine o-Algebra
Sei 0 € By = (X(1), X(2)) " (C) = {w : (X1 (w), Xo(w)) € CV (X2, Xy € C} =
={w: (X1(w), X2(w)) € CUCT}
C% :={(z,y) €R?: (y,2) € C}
Aus (z,y) € CUCS & (y,2) € CUCS = (X(1y, X)) (C) €€
= 0(Xq), X)) €€
AcC=A=(X1,X2) ' (B) BeBy A (X1,X2) € B (X2,X1)€EB

= B=B%= A= {w: (Xi(w), Xs(w)) € BUB} = (X(1), X(2)) " (B)

T:([0,1]%,%82N[0,1]%,X2) — ([0,1]%,B2 N [0,1]?)
mit T(Xl,XQ) = (Xl NXs, X1 U XQ)

Aus (b) folgt Fx ), X0 () =1y>—(y—2)? 0<zx<y<l

_ 2% 2pzyty?

2. f(x,y) = QW\/ll_?e 2(1-p%) x,y € R, 0 < p <1 ist die Dichte

einer zweidimensionalen Normalverteilung. Man bestimme die Rand-
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dichten und iiberlege, wann die beiden Komponenten unabhéngig sind.
(Hinweis: Um die Randverteilung von X zu bestimmen, stellen Sie den

2
Exponenten dar in der Form _z _ lpa) )

2 T 2(1—p?)
Losung:
L P =2ey+y? 2 a?(1-140%) = 2pay 4y
2(0—-p%) 2 2(1 - p?)
2 2
X — P
_ 2 W)
2 T 2(1—p?)
f,) L TR
T,y) = ——=e 20
21/ 1 — p?
1 02 _ (y—pz)?
flzy) = —F—=e"2e 10"

_ (y—pm)?
e 20-p?2) dy

—_
She

1...da Dichte einer N(pz,1 — p2)

|
8
)
3

1 22
= falz) = e~ 2 ist die Dichte einer N(0,1)
V2T
~ hW) L % st die Dichte ciner N(0,1)
y(y) = re ist die Dichte einer N(0,
27
1 _ (y=px)?
fye(ylz) = oy e 2009

fe(x)  V2rl — p?
d.h.Y ~ N(pz,1 — p?), wenn [X=x]

3. Eine Zufallsvariable X besitzt die Dichte f(z) = ce Ml 2 € R, A > 0.
Man bestimme die Konstante ¢ und die Verteilungsfunktion von X.
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Bestimmen Sie auch die Dichte von Y := X?2.

Losung;:
Hinweis : Erinnern Sie sich: [*°_ f(z)dx = 1.

o0 o0 )\
/ ce Meldy = 26/ e Mdy = c=°2
oo 0 2

1 x
F(z) = 2/ AeMdt

ek:c
F) = {12 T
-3 x >

Berechnung der Dichte unter Verwendung des Transformationssatzes

A 1 A 1
Iy = Fe Wmhge Wﬁ\
= Le#‘\/@ y >0

2\/y -

4. Berechnen Sie den Erwartungswert der Zufallsvarible X mit der Dich-
te f(x) = W a > 0, falls er existiert.

Hinweis : Erinnern Sie sich in welchen Féllen ein Erwartungswert
existiert und wann nicht.
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Losung:

f(x) - - { a T Z 0

1 a 1 1
F(0) = B = -0 2 = a= 3
1 * 1 1
> F(z) = = _
v20: = Fl@)=3 +/0 20+ 02" 2(1+ )
O (-2 0
E(=X)2>0 = EX_=o0

Wegen der Symmetrie gilt auch E(X;) = oco. Der Erwartungswert
existiert nicht.

. Man zeige, dass einerseits keine Radon-Nikodym-Dichte & du existieren
muss und dass es andererseits mehrere Radon-Nikodym-Dichten geben
kann, wenn g und v nicht o-endlich sind.

Losung:

(a) Q=R,& = {ACR: A <RV |4 < Rg}

- 0 7|A| < Ng
nA) = { 0o, |A°] < Vg
Dann gilt: u(A) = [, 1du A p(A) = [,2dp YVAe &
(b)
. n L|Al=n
Sei p(A) ::{ o lAI:oo

/,L(A):0:>A:®:>V(A):0:>I/<<,U
ang. Hd”' —ng”du VAEG

:>0—1/{:c} f{x} wu(t) = ( ). ({x} Yz € R

I/(A):I{O 7|A|§NO

oo ’|Ac| < NO

:>g—”EO:>fA :dn=0 VA6
Aber v(A) = o0 fiir |A¢| < Ny = Widerspruch
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6. Gegeben seien folgende Verteilungsfunktionen auf R:

0 falls z < 0 z fallsx <1
T falls 0 <z <1 2
Fz) = Glz)=q o flsl<z <2
r+1 falls1 <z <2 5 fallsz > 2
3 falls z > 2 -

Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von ug beziiglich pr sowie die
Radon-Nikodym-Dichte % des absolut stetigen Anteils.

Losung:
Es gilt:
(00 fallsz <0
2 fallsz =0
ducy (\ _ i C@+)—Gle—¢ | 1 fallsO<z<l1
dpr e—0 F(x+¢€)— F(x —¢) 0 fallsz=1
2z fallsl<x <2
oo falls z > 2

Wir kénnen das durch folgende Funktion ersetzen (die pp-fast iiberall
damit {ibereinstimmt):

0 fallsz<O0
1 falls0<z<1
flzy=¢ 0 fallsz=1
2z fallsl <z <2
0 fallsz>2
das Integral dariiber gibt G:
falls z < 0

falls 0 <z <1
2 falls1<ax<?2
falls x > 2

Gl(iﬁ) =

=8 8 O

Die Verteilungsfunktion des singuldren Anteils ist

z fallsx <0
Go(r) =G(x) —Gi(z) =< 0 falls0<z <2
1 fallsxz > 2

77



2.7 Portmanteau & charaktersitische Funktion

1. Man berechne

2 T
2 ) T
mit
lent  fallsz <0
Fom)=4 142 falso<z<1
1 falls 1 < z
Lg:
0 <0 1
imF,=F(z)=¢ 3 0<z<1 = pup(0)=pr(l) ==
2
1 1<z

2 T 2 T
e e 1re
=1 ——dF, = 7dF:f[f 1]
1331/31+x2 " /31+x2 ™

2. Man bestimme die zur charakteristischen Funktion ¢(t) := e~ /¥ gehori-
ge Dichte.

Lg:
@ ist integrierbar =

1

flx) = / e re It gy
2 J_ o

e’} 0
_ 1 [/ et(1+ix)dt+/ et(lix)dt}
2m 0 —0o0

1 [e—tO+ix) 0 pl(1—iz) ]

= 0
o2 | 1414x '™ 1—1‘37‘_00

11—dz+1+x

21 1+ a2
1
= ——— Dichte der charakt. Funktion
(1 + 22)
alternativ:
1 [ ; L[
— Py R — e M cos(—ta)dt
2 J_ 2 J_
1 [~
= = e cos(—tx)dt
T Jo
ot
= m(—cos(—tx) — xsin(—at))[S°
_ 1
(1 +22)
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3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

3.1 Wahrscheinlichkeit

1. In einer Schule soll der Anteil der Schiiler erhoben werden, die bereits
Drogen genommen haben. Um die befragten Schiiler nicht zu kom-
prommitieren, wird folgendermaflen vorgegangen: Der Schiiler wird
ersucht zu wiirfeln. Féllt der Wiirfel auf ,,6“ soll er liigen, ansonsten
die Wahrheit sagen. Der Interviewer erfahrt aber nicht auf welche Au-
genzahl der Wiirfel gefallen ist, sodass der Schiiler sich im Fall einer
bejahenden Antwort immer auf das Ergebnis des Wiirfelns ausreden
kann. Angenommen dieses Untersuchung ergibt einen Anteil p von
positiven Antworten. Wie grof} ist dann der Anteil p der Schiiler die
tatsdchlich schon mit Drogen in Kontakt gekommen sind?

Hinweis: Berechnen Sie sich zunéichst die Anzahl der Schiiler die angibt
Drogen genommen zu haben. Daraus sollte es nun eine Leichtigkeit sein
die tatséichliche Anzahl zu ermitteln.

Lg:

p=p+U-pg—gp p=0-)

2. Die folgende Aufstellung gibt an, getrennt nach Hautfarbe von Téter
und Opfer, wie oft in den USA in einem bestimmten Zeitraum die
Todesstrafe verhéingt wurde. Dabei bedeutet TW, dass der Téter weifl
war und TB, dass er schwarz war. TS bzw. =TS steht fiir Todesstrafe
bzw. Nichtverhéingung der Todesstrafe.

Opfer | TW A TS| TW A =TS ||TB A TS| TB A —TS

W 19 132 11 52

B 0 9 6 97

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir die Verhdangung der Todes-
strafe, wenn Sie nur nach der Hautfarbe des Téters unterscheiden.
Berechnen Sie diese Wahrscheinlichkeit auch, wenn Sie sowohl nach
der Hautfarbe des Téters als auch des Opfers trennen. Versuchen Sie
die Diskrepanz in den Ergebnissen zu erkldren.

Lg:
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P(TS|TW) = {2~ 0,11875 > P(T'S|TB) = & ~ 0,1024

(
P(TS|Ow,TW) = 1 ~ 0,1258, P(TS|0g,TW) =0
P(TS|Ow,TB) = & ~0,1746, P(T'S|0s,TB) = 155 ~ 0,0583
P(TS|TW) = P(TS|Ow, TW)P(Ow|TW) + P(TS|0s, TW)P(Os|TW) =
19 151 L5, 9 _ 19
151 160 160 160
P(TS|TB) =P(TS|0s,TB)P(Os|TB) 4+ P(TS|Ow,TB)P(Ow|TB) =
6,103 , 11 63
103 166 g?) 166
P(TS|Ow) = 2% ~ 0,14018

P(T'S|0s) = 115 = 0,0536

Es besteht eine klare Tendenz die TS eher zu verhédngen, wenn das
Opfer weifl ist, aber die Opfer weifler Téter sind grofitenteils weifl.
Dabher ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Todesstrafe bei einem weiflen
TéAter hoher als bei einem Schwarzen.

. Eine bestimmte Krankheit tritt bei 1000 Personen im Schnitt 5-mal
auf. Ein Labortest angewendet auf tatsachlich erkrankte Personen, er-
kennt diese Krankheit mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.98. Ange-
wendet auf gesunde Personen deutet das Testergebnis in 3% der Falle
irrtiimlich auf eine Erkrankung hin. Man berechne die Wahrscheinlich-
keit fiir ein positives Testergebnis. Weiters berechne man die Wahr-
scheinlichkeit dass eine Person bei vorliegen eines positiven Ergebnisses
tatsdchlich erkrankt ist.

Hinweis: Verwenden Sie das Bayessche Theorem.

Lg:

k...krank g...gesund P...positiv N ...negativ
P(k) =0.005 P(g) =0.995 P(P|k)=0.98 P(P|g)=0.03

P(P) = P(k) - P(P|k) + P(g) - P(P|g) = 0.03475

P(K)P(P|k)

PUHIP) = =gy

= 0.1410072

. Man wirft eine Miinze immer wieder. Sei A,, das Ereignis, dafl in den
ersten n Wiirfen hochstens [(1 — €)ldn| aufeinander folgende Wiirfe
» Wappen“ zeigen. Man zeige, daf fiir 0 < e < 1 gilt P(limsup A4,,) = 0.
Hinweis: A, = ﬂ?z_lk Bf,, wobei B;; das Ereignis bezeichnet, daf
vom ¢-ten Wurf weg die folgenden k Wiirfe alle ,, Wappen* zeigen und
k := [(1 —€)ldn] . Versuchen Sie P(A,,) abzuschitzen, indem Sie den
obigen Durchschnitt durch einen Durchschnitt unabhéngiger Ereignis-
se B; ) ersetzen.
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Lg:

]P)(An) = ﬂ (1 _B]—k:,k)
j=0
n—k
= (1- L) m
< e_ne/Q
= 2 P(4,)
< o0
= P(limsup A,
=0
A
SN An _ ..
[liminf 2= <1] = Ues0.cc0 hmlnfﬁ <l-e
=lim sup Ap (€)
mit
)\n = max{k : Xz = Xi+1 == Ajtk—1 = 1}

= P(liminf {2 >1)=1

. Man wirft eine Miinze immer wieder. Sei A, das Ereignis, daf} die
letzten v, Wiirfe bis zum n-ten Wurf einschliefSlich alle auf , Wap-
pen‘ ausgegangen sind. Man zeige, dafl fiir beliebige € > 0 und v, :=
[(1+4 €)ldn] gilt P(limsup A,,) = 0. Kann man daran eine Aussage fiir

den Limes superior der Folge (;4~) ableiten?

Lg:
1 1 1
]P)(An) = 9[(1+¢€)ldn] < 2(1+e)ldn - nlte
= Z]P’(An) < 00
= P(limsup A4,) =0
Ale) = lim»  An(e)
Un .
p— —_— 1 . .
gy > 1+ o
= [limsupl%; > 1+ ¢
A = [limsuplil—jl > 1]
. Un
= U [hmsup%>1+€]
€>0,e€Q

. Un
(1msupldn )

= (limsuplyd—n <1l)=1
n
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Bemerkung: Sei w € A° = dng : Vn >ng v, < ldn.

Sei Np:= 2",

n > No;

1<i<nyg: v, <1

(man hat ja erst j-mal geworfen)

< nog = ldN(] < ldn

i >ng = v <lIldi <ldn
Somit A\, := 11232( v; <ldn Vn > 2™ mit Wahrscheinlichkeit 1!

<i<n
Also P(ml’(\iﬁ <1l)=1
6. Sei (&n)nen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen ~ A, mit P(§,, =

1) = p und sei 4,, das Ereignis, dass zwischen dem 2" + 1-ten und

dem 2" !-ten Versuch mindestens ein Lauf von n aufeinanderfolgenden
Einsen auftritt. Man beweise:

(a) p< i = P(limsup, A,) =0
(b) p> % = P(limsup, 4,) =1
Hinweis: Sei B; := {41 = ... = &4n = 1}, A = U?:;L_" B;. Was

bedeutet es, wenn A,, eintritt? Man bestimme die Wahrscheinlichkeit
von P(A,). Der Fall p < £ sollte nun nicht mehr schwer sein.

Lg:

Bi = [Liy1=...=8n=1]=>P(B;) =p"
ontl_p

A, = |J Bi=P4,) <2"p" = (2p)"
7=2"

Daher gilt fiir p < %:

ZIP’(An) < 0o = P(limsup 4,) =0
n=1
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n+1
antl_n \_2 "_nj
A9 = () BYc () BL=
=2 i=[2]
|25
=PAy) = [ BB <
i=[ 3]
< (1-p)% =

)n

2" —(p _1
P(A,)>1—-(1—-p")n >1—e n >1—e€en>

Z]P’(An) =00 = P(lim sup 4,) =1

7. Sei (&,)nen eine Folge unabhiingiger alternativverteilter Zufallsvaria-
blen mit
P& =+1)=pund P(& = —1) =1 —p (p # 3). Man zeige:

n
P (Z & = 0 fiir unendlich viele n> =0.

k=1

Hinweis: Man berechne P(S,, = 0) fiir n gerade und suche fiir diese
Wahrscheinlichkeit eine passende obere Schranke, sodass man

> P(S, =0) < oo

beweisen kann.

Lg:

k=1
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2i (20)!  2-4-...-2i 1.3....-(21'—1)<
iledl 1.2 1-2-...-14 =
=921 SQi

IN
)
IS4
Il
=
>

= ]P)(Sn :0) — <i)pzqz S 221pzqz

Sei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit p < % =

SRS -0 < Y-
neN neN gn
1 1

< 00

1—g 1-4pq
Daher gilt wegen des 1-ten Lemmas von Borel-Cantelli
Z P(S,, = 0) < oo = P(limsup[S,, =0]) =0

neN

Nebenrechnung: ¢ < 1:

g = 4dpg=4Ap(l—p)=4p—4p’ =1—1+4p—4p* =
1
= 1-(1-2°<1 (#3)
—— 2
>0

. Sei (2,2(,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (A,) eine Mengenfolge aus
2. Dann gilt

(a) Y ,enP(An) < 0o = P(lim4,) =0
(b) Sind die (A,,) unabhéngig voneinander, so folgt aus

> P(A,) =00 P(limA,) = 1.

Lg:

Beweis:
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limA4,,

n

= limA, C B,Vn
= P(limA,) <P(B,)
<

> P(Ap) =0 O

k>

n

(mA,)° = limAS

IA

=

k>n

621“2" In(1-P(Ax))
o= Tiza P(AK)
e =0

P(lim4,) = 1

9. Ist(2,2(,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so gilt

P(limA4,) < limP(A,) < imP(4,,) < P(limA,,)

limA,,

B, /" lim(Ay)

UM 4

n k>n
——

By,

P(lim(Ap))
lim P(B,)
liminf P(4,,), denn B, C A,
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10.

11.

12.

Analog

md, = ({J A4

n k>n
——
Cn2An
Co\\A = P(limsupA,)
= 1limP(Cy)

> limsupP(4,)

Man zeige, dass in einer Folge von Wiirfen mit einem fairen Wiirfel mit
Wahrscheinlichkeit 1 immer wieder einmal die Teilfolge 1,2,3,4,5,6
auftreten muss.

Lg:

1
Bi=[X;=1,..,Xi45 =6] = P(B;) = 66

(Bje)jen, bildet eine unabhéngige Teilfolge mit

Z BjG =0

JjeN
= P(limsup Bjs) = 1
= (limsup B; 2 limsup Bjs)
= P(limsup B;) =1

(Ap)nen ist eine Folge unabhéngiger Ereignisse. Man zeige, dass die
Menge {w € Q : limy oo £ 37 14, (w) = z}, z € R die Wahr-
scheinlichkeit 0 oder 1 hat.

Lg:
{w:lim 13 14, (w) = 2} liegt in 75 = 02, Ao (An, Ans1, .- -) O
Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass bei 6 aus 45 ein Zahlentri-

pel 4,7+ 1,7 + 2 gezogen wird.

Lg:

A; ={i,i+1,i+ 2} wird gezogen, i = 1,...,43

P(Ai) = (§)p, p = ¢y = 51 = L P(4) =43 ()
6
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AiNAL = {’L,,Z—l—3} P(AiﬂAiJrl)

41
= <2>p, i=1,...,42

AiﬂAi+2 = {’L,,Z+4} P(AiﬂAiJrQ)
= <410>p, 1=1,...,41
Az‘ﬂAj = {’i,i+1,’i+2,j,j+1,j+2}
= P(AiﬂAj):p‘i—j‘>2
Sy = Z P(Al'ﬂAj)
{i,53C{1,45}
43 41 40
= [<2>—42—41]-p+42(2>p+41<1>p
Sg : AN A1 N Ao

= {ii+1,i4+2,1+3,i+4}, P(A,NA;+1NAi42)

4

AiNMAi1 N Az ={i,...
AiNAia N Az = {i,...

1,...,40

Ail N AZ‘2 N AZ‘3
S3
Sy

Sy
P({J4)

Ji+5) = P(A;NA1 NAL3) =p i -
i+5} = P(AiNAiraNAips) =p B

(0 sonst.

40
41<1>p—|—2-40p
AiNAiNAieNAiLs
(i, itBY P=p, i=1,...,40,
40p
S1— S+ 53— 54

13. Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass bei 6 aus 45 die maximale
gezogene Zahl gerade i (i = 6,...,45) ist.
Hinweis: Man bestimme die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse B; :=
{{z1, ... 26} € {1,...,45} : maxi<j<¢ x; < i} und verwende die Sub-
additivitdat der Wahrscheinlichkeit.
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14.

15.

16.

Lg:

Py = W g cp
(s)
A; = {{xl,...,xg}:1r£1ja<x6ajj:i}:Bi\Bi,1 i>6
= A6:36:>P(A6):T15
(s)
iy _ (i—1
P(4;) = P(Bi—l):M i=7,...,45

45

(s)
Man berechne die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Bridgespiel (52
Karten, 4 Farben) mindestens 1 Spieler 13 gleichfarbige Karten hat.

Lg:
A;... Spieler 1 hat 13 gleiche Karten

4
4 16
P(A)) = 572=>51=ZP(AD:572
(13) T (13)
P(AlﬂAgﬁAg) = P(AlﬂAgﬂAgﬁA4)
432
(15) (1) (35)
24
= S3=4 e
(15) (35) (35)
P(JA) = Si—S+85-8,

Man zeige, dass es keinen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum mit ei-
ner unendlichen Folge von unabhéngigen Ereignissen geben kann mit
P(A,) = % Vn € N

Beweis:
Sei we, ||| < Ng
w€ A Vw e Af = P(w) < 3

Sei B=[)4f mite=0ve=1 A’=A° A=A
=1

= P(B) = 5

w€eN=3BiweB= Pw) <%

= Plw)=0 YweQ

= P(Q)=0 Wid 0

Durch fortwéhrendes Wiirfeln kann man eine Zufallsfolge (x1,z2,...)
aus den Ziffern {0, 1,2} erzeugen, indem man bspw. die Augenanzahl
mod 3 nimmt, d.h. z,, ist bspw. 0, wenn man 3 oder 6 wiirfelt.
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a) Man berechne die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis C),, dass
withrend der ersten n Wiirfe keine 1 erzeugt wird.

b) Man beschreibe das Ereignis C, dass nie eine 1 erzeugt wird durch
die Ereignisse C,, und berechne seine Wahrscheinlichkeit, wenn
man von der Wahrscheinlichkeitsverteilung annimmt, dass sie mo-
noton ist.

¢) Man bestimme die Méchtigkeit von C'.

Losung:

b) ¢ =(Cn P(O)gP(Cn):(g)" Wn = P(C) =0
c) C={(x1,29,...): x;€{{0,2}} = ||C] >N O

17. Man erzeugt eine triadische Ziffernfolge (z1,x2,...) durch fortlaufen-
des Wiirfeln, indem man die Augensumme mod 3 nimmt.

a) Man beschreibe das Ereignis F),, dass beim n-ten Wurf keine 1
erzeugt wird.

b) Man beschreibe F), als Vereinigung von Intervallen, wenn man
(0.9]

die Ziffernfolge (z1,x2,...) als Darstellung der Zahl x = %
im Zahlensystem zur Basis 3 auffasst. Dabei sei vereinbartz, cliass
Zahlen, die zumindest eine tridadische Darstellung ohne 1 an der
n-ten Stelle besitzen, zu F,, gezahlt werden, also

(.%'1,... ,xn_l,l,O,. ) = (.%’1,... ,:En_170,2,2,. . ) bzw.

(1, Tp-1,1,2,2,...) = (21,...,Tp-1,2,0,...) zéhlen zu F,.
(Hinweis: Ist (z1,...,z,—1) ein konkretes n-Tupel von Ziffern, so

bilden alle Folgen, die 33711_1 als Anfangsstiick haben, das Intervall

n—1 n—1
[Z %, % + 371—1}’ wobei der linke Eckpunkt zur Folge
i=1 i=

(x1,...,2p-1,0,...) gehort und der rechte Eckpunkt zur Folge
(1'1, ce ,xn_1,2,2,. . ))

Beweis:
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a) F, ={(x1,29,...) 2y # 1}

b) Klarerweise gilt:

n—1 n—1
b= U TSR e
2l i=(21, 0 —1)€{0,1,2}n 1 1 1

Daher gilt:

F, = U {(1‘1, ey Tn—1,0, T4 1, Tpgo, .- } U {(:L‘l,. cs Tn—1,2, Tpgl, - -

Fn,O F7L,2

Den Folgen aus F;, o entspricht das Intervall [58,:% + 3%], wobei
der linke Endpunkt zur Folge (z1,...,2,-1,0,...) gehort und der
rechte Endpunkt zur Folge (z1,...,2,-1,0,2,2,...); den Folgen
aus I, o entspricht [5: + 3%, T+ 371%1]

(linker Eckpunkt < (z1,...,2,-1,2,0,...)

rechter Eckpunkt < (z1,...,2,-1,2,2,...))

somit Fy = Uyn-tcqo opnt [F(21,- -0 2nm1), B+ gm | U [T+ 5, B+

5]

= wegen A(Fn0) = M(Fpo) = ¢ gilt A(F,) = 23— =2 0

18. Mit den Bezeichnungen und unter den Annahmen des vorigen Beispiels
zeige man, dass gilt:

a) Cp = ﬂz 1 Fi= Um" =(z1,...,xn)€{0,2}" [55(53711)755(53711) + 3%]
mit F(af) = YL, &,

b) C := [y Ch ist nirgends dicht, d.h. es gibt kein nichtleeres offenes
Intervall (a,b) (a <b) mit (a,b) C C.

Beweis:
a)yn=1: C;=F=[0,3]U[31]
b) Sei (a,b) ein Intervall mit a < b= 3In: 37" < b2
= 3o} €{0,1,2}" : [2(a}), 2(a7) + 35 < (a, b). aber
( <I’l)+3n1+1,x<1'1)+3n2+1)cccCCC a/,b QC O

a
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3.2 Dichte & Transformation
(z—p)?

)
1. Sei X verteilt mit der Dichte f(z) : \/21—71_0_67 207 , x€eR

(X heiBt normalverteilt mit den Parametern z und o?)

(a) Bestimmen Sie die Dichte von Y = %
(b) Sei X ~ N(0,1). Wandeln Sie X durch eine geeignete Transfor-
mation in eine N(u,0?) verteilte Zufallsvariable um.

(¢) Die Verteilungsfunktion ® der Standard-Normalverteilung liegt
héufig in tabellierter Form vor. Wie kénnen sie mit Hilfe einer
derartigen Tabelle die Wahrscheinlichkeit P(X < 1.5) berechnen
wenn Sie wissen, dass X ~ N(1,4)?

Losung:
1 _ (QC_H)Q 830
() f(2)=F=e 22 Py)=yo+p F =0
(yotp—mp)?
_ 1
= f(w(y)) - 27TO‘€ 20%

1 (yot+u—p)?

) = W) = pe 2 o= e
fn(y) ... Dichte der Standardnormalverteilung

(SIS

fa) == s ) = fe)
1 _w=w?
FOW) = =
1 _w=w?1 1 _w=w?
ifn(y)zme v e e
(c)
XoNLY) = vecTr Xl N

o 2

2. Erzeugen Sie aus Zufallszahlen, die auf [0,1] gleichverteilt sind, mit
der Inversenmethode Zufallszahlen mit folgenden Verteilungen:

(a) Eq,

(b) f(x) = 2aze ", z,a > 0 ist die Dichte einer Rayleigh-Verteilung
mit dem Parameter a. Man nehme a = 3.
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(c) Hio,4

Losung;:

(a) #transformiere auf Exponentialvt
ExpZz < — -log(Gleichvt)
par(mfcol=c(1,2))
hist(Gleichvt)
abline(h=100,col="red”)
hist(ExpZz)
dev.print()

(b) #transformiere aud Rayleighvt
RZz < — sqrt(-log(Gleichvt)/3)
par(mfcol=c(1,2))
hist(Gleichvt)
abline(h=100,col="red”)
hist(RZz)
dev.print

(c) HZz < — ghyper(Gleichvt,4,6,4)
par(mfcol=c(1,2))
hist(Gleichvt)
abline(h=100,col="red”)
table(HZz)

# Zeichnung der verallgemeinerten Inversen der Hypergeometri-
schen

VFH < — phyper(0:4,4,6,4)

InvFH < — ghyper(VFH,4,6,4)

plot(VFH,InvFH, Ty="s")

3. Angenommen Sie haben einen Zufallszahlengenerator, der Thnen auf
[0,1] gleichverteilte Zufallszahlen liefert, wie konnen Sie dann Ray-
leighverteilte Zufallszahlen (Dichte: f(z) = 2aze " 2, a > 0) erzeu-
gen?

92



2aze " = F(z) = /f f(t)dt
0

z 2 z 2
/ 2ate” " dt = Qa/ te= % dt
0 0
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3.3 Verallgemeinerte Inverse

1. Man zeige, dass fiir die verallgemeinerte Inverse F~! einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung gilt:

(@) F(F'(p)) 2p AN FU(F(z)) <z, VzeR, pelo1].
(b) F~1 ist linksstetig.

(c) Ist F stetig in x, so gilt fiir p:= F(z): F(F~(p)) = p.
(d) Ist F strikt monoton in z, so gilt: F~1(F(x)) = .

Losung:

(a) Seip gegeben, z := F~Y(p) = F~ 1(p) <z = (wegenp < F(z) &
Flp)<uw) #p<F(fL‘
Sei x gegeben, p := F(x < F(z) = (wegen p < F(z) &
Flp) <z )= FY(F(2))=F'(p) <z
(b) F~1ist linksstetig: pn, /' p= Fl(p,) < Fl(p) Vn
Seix:=F1(p), e>0=F(zx—¢€)<p
Pn /P = 3ne:V¥n >ne pp, > F(z —¢€) = (wie in Punkt a))
Flp)—e=x—e< Flp,) VYn>n.=limF (p,) =F (p)
(c) Sei p := F(x) = p < F(z) = (wie in Punkt a))F~1(p) < 2 =
(Monotonie und Punkt a))p < F(F~!(p) < F(z) =p
Die Aussage gilt also fiir jedes p: 3z : p = F(x).
(d) p:=F(x)
F /strikt = F(z—1) < F(z) =p Vn= (wieina)) F~'(F(z)) =
Flp)>a—21 vn=F1(F(z) >z
Zusammen mit Punkt a) ergibt das: F~1(F(z)) = .
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3.4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen & Unabghingigkeit

1. Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung und die Randverteilungen
von X und Y fiir jede der 3 folgenden Varianten:

(a) X ist die Anzahl der Kopfe bei 2 Miinzwiirfen und Y die Anzahl
der Adler bei weiteren 2 Miinzwiirfen.

(b) X ist die Anzahl der Kopfe bei 2 Miinzwiirfen und Y die Anzahl
der Adler bei diesen Wiirfen.

(¢) Die Miinze wird 3-mal geworfen. X ist die Anzahl der Kopfe bei
den ersten Wiirfen, Y die Anzahl der Adler bei den beiden letzten

Wiirfen.
Losung;:
() _y[l0]r[2]P
RN
16 | 8|16 || 4
Llslils]2
B EIIEIE
Px [ 1[3]%]

2| v,

I I

4 4
N EINE
7 [ :
Px 313151

Pxjy—o=1(0,0,1) Pxjy—; =(0,1,0) Pxjy—s = (1,0,0)
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() s Jloj1]2]P,
o [o[5 ]3] 3
Llslils] 2
AHHDE
Px [ 3fz]1]
1 11 11
PX|Y:0 = Z'(0’§’§):(0’§’§)
111 111
]P)X|Y=1 = 2'(%)17@):(17777)
11
Pxly—2 = (57570)

P(X=1,Y=0) = PWi =AWy =K Ws=K) =

P(X=2Y=0) = PW, =KWy =K Ws=K) =

2. Man zeige: Wenn der m-dimensionale Zufallsvektor X := (X1,..., X,,)
nur hochstens abzéhlbar viele Werte (2,1, ..., Znm) aus R annehmen
kann, so sind seine Komponenten X; unabhéngig genau dann, wenn:

m
PX_I((CCn’l, e Xnm)) = H PX;l(xm), Y(zni,.- ) Tnm)
i=1
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Beweis:

Aus Satz (S128(a)) folgt

PX7HX™ (@0 — £.7n]) = [[1%) PX;7 (@i — 3,70]) VR EN

= PX Y ((@n1,- - Tum)) = [1 PX; H(2n,)
Umgekehrt
PX_I (sz:llB]) = Zn:(mnyl,...,xn,m)eX{ZlBj PX_l((xn,la cee 7xn,m))

—1 ~1
= Zzn,1€Bl "‘an,meBm H;n:1 PX; () = H;'n=1 me,jij PX; (@n,5)

Bemerkung:

Ist X := (X1,...,X,,) ein m-dimensionaler Zufallsvektor auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q&, P) und T : (R™,8,,) — (R*,B;), so
ist natiirlich auch die transformierte Abbildung 7" o (Xy,...,X,,) ein
Zufallsvektor. Haufig wird dann (Rm,%m,PX ~1) als neuer Grund-
raum angesehen und nur mehr die Abbildung 7' : (R™,8,,, PX 1) —
(R¥,%B;.) betrachtet.

. Aus einer (im Idealfall unendlichen bzw. bei Ziehung mit Zuriicklegen
auch endlichen) Grundgesamtheit wird eine Stichprobe vom Umfang
n gezogen. Die Proben nehmen genau eines von k (> 2) mdoglichen
Merkmalen jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p; fiir das ¢-te Merkmal
an (1 = 1,...,k). Von Interesse ist die Zahl von Proben zu jedem
Merkmal.

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion fir diese (k- di-
mensionale) Zufallsvariable.

(b) Wie lauten die eindimensionalen Randverteilungen?

Losung;:
Sei &; die Anzahl mit der das i-te Merkmal in den n Versuchen auftritt
i1=1,...,k

Da jedes Merkmal genau 1-mal auftritt, mufl gelten > & = n bzw.
P& =m1,....&=mnk) =0, Y(n1,...,n5): >0 ni # n.

Wir nummerieren die Merkmale von 1 bis k, n; gebe das Merkmal
des i-ten Versuchs an, dh. n; = j bedeutet, dal beim i-ten Versuch
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das Merkmal j aufgetreten ist.
Dann gilt natiirlich:

&= N(m), Vi=1... .k
=1

Sei nj:=Y Igp(x), Vi=1,....k
=1

Mit diesen Bezeichnungen gilt:

k
]P’(m:xl,...,nn:mn):ﬂp?j, V(z1,...,2n) €{1,...,k}"
j=1

Unter den n Zahlen sind n; gleich 1, ny gleich 2, ... ny gleich k. Daher

gibt es 7Hkn!n" verschiedene Moglichkeiten diese Zahlen anzuordnen.
j=1""
Somit gil‘é:

k

k
n! : )
L= ny! j=1 j=1

k
> pi=1
j=1

Randvt von ;: Bei jeden Versuch gibt es nur 2 mogliche Ausgénge:
entweder tritt das Merkmal j auf oder es tritt nicht auf. Daher muss
&; als Anzahl der Versuche, bei denen Merkmal j auftritt, klarerweise
binomialverteilt sein, also &; vt By, p;

B(E = no) = (ol (1~ pi)"
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3.5 Integralkonvergenzsitze

1. Man zeige, dass X,, := n2]1(07n_1) auf (R, %, ) A-fii gegen 0 konver-
giert, dass aber lim,_,o [ X,d\ = co. Welche Voraussetzung in den
Konvergenzsétzen ist verletzt?

Losung:

/Xnd)\:n—>oo #/Xd,uzO
X, ist nicht monoton

2. Man zeige: konvergiert eine Folge (X,,) nichtnegativer Funktionen mit
sup,, [ Xpdp < oo p-fii gegen X, so ist X integrierbar und es gilt:
J Xdp < sup,, [ X,dpu.

Losung;:

0 < X,, AN Lemma von Fatou =

Jliminf X,,dp < liminf [ X,du < A < o0
Wegen lim X,, = X gilt liminf X,, = X

3. Man beweise, dass fiir eine Folge integrierbarer Funktionen mit > >° , [ |X,,|dp <
oo die Reihe > > | X, A-fii gegen eine integrierbare Funktion X kon-
vergiert und dass gilt:

o
> / Xpdp = / Xdp
n=1
Beweis:
N N
|Zn:1 X"| < ZnZI |X7l| < Z?Zl |X’n|
SN Xl 30 | X, = X (Konvergenz durch Monotonie)

= [ Xdp=limy [ S0 | Xp|dp = limy S50 [ [ Xpldp =300 [ | Xnldp < oo

4. Man zeige, dass es Folgen (X,,) gibt, die im p—ten Mittel gegen X
konvergieren, die aber nicht pu—fii gegen X konvergieren.

Lg:
([0,1], £, \)
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1, ™l oyu<® 1<m<n
Xn’m(u) ::{ 0 n — n — =

, sonst

[ Xnmlly =7 — 0

Aber X 250
Aber offensichtlich X, ,,,(u) - 0 Vu € [0, 1]

. Man zeige:
(a) Aus der gleichméfiigen Kongergenz p—fii folgt im Allgemeinen

nicht Konvergenz im p—ten Mittel.
(b) Aus X € L, folgt im Allgemeinen nicht X € L, fiir 1 < ¢ <p.

Lg:

(a) ([0,00),£N[0,00), )

Xp(u) := %ﬂ[o,n]

Xo(uw) — 0] <n 7 = X, — 0 glm. A—fil.
Aber | X, =1, [0], =0

(b) ([1,00),£N[1,00),A)
X(u)=21 vwe[l,0), X€LyX¢L
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3.6 Erwartungswert, Varianz & Momenterzeugende

1. In einer Urne befinden sich 7 Lose mit den Nummern ¢ (i € {1,...,10}).
5 Lose werden ohne Zuriicklegen gezogen. Es sei & das Ergebnis der
i-ten Ziehung. Man berechne den Erwartungswert.

Hinweis : Erinnern Sie sich an die Formel: > 7" | i = n(”2+1).
Losung:
n 10
n(n + 1) 10-11

DT R SR

i=1 =1

Zn: 9 nn+1)2n+1)

i=1 6

N = 55 Anzahl der Lose
10 ; 1 10

E¢; = E:vnpn = Z;ZN = Nzgz =7
1= 1=

5

ES=E(& + ...+ &) ZZE(&) =35

=1

2. Bei einer Lotterie werden 50 000 Gewinne aus 100 000 Losen mit
Zuriicklegen gezogen. Die Lotterie bewirbt dieses Spiel mit dem Slo-
gan: Jedes zweite Los gewinnt. Ist diese Aussage korrekt? Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Los zu gewinnen? Wie grof} ist die
mittlere Anzahl von Gewinnen pro Los?

Hinweis : Denken Sie an die Verteilung der Gewinne.

Losung:
G...mind. ein Gewinn G°. .. kein Gewinn
P(GY) = (1——)"% ~e b ~0.6065
- 1057~ 7 e

P(G) = 0.3935

10°
T; ... Anzahl der Gewinne auf Losi T := Z T;
i=1
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10°

T = 50 000 = 50 000 = 100 000 ET = ZET,-
=1
1

3. Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in Ny, dann gilt

EX =Y P(X > k).
k=1

Hinweis : Stellen Sie P(X > k) als Summe von Wahrscheinlichkeiten
dar und vertauschen Sie die Summationsreihenfolge.

Losung;:
EX = ) z-pa)=>_ Y px)=) > P(X=t)
rx=1 rx=1 t=1 t=1 z=t

- ip(x > 1)
t=1

JPX > t)d\ = [ [ 10 (@)dP(x)dA(t) =

= [ (Jy dA(t))dP(z) = [ zdP(z) = EX

4. In einer Urne befinden sich 2 weifle und 8 schwarze Kugeln. Spieler A
zieht solange ohne Zuriicklegen aus der Urne, bis er die erste weifle Ku-
gel erwischt. Danach zieht B bis zur 2-ten weiflen Kugel. Dabei muss
jeder Spieler dem Gegner pro Zug einen Euro zahlen. Ist das Spiel fair?

Hinweis: Stellen Sie sich vor, Sie ziehen, bis die Urne leer ist und le-
gen die Kugeln kreisféormig auf, wobei Sie den Beginn der Ziehungen
mit einer zusétzlichen besonders gekennzeichneten Kugel markieren.
Betrachten Sie nun die Anzahl der Kugeln bis einschliellich der 1-ten
weillen Kugel, die Anzahl der Kugeln von dort weg bis einschlie3lich
der 2-ten weiflen Kugel und die Anzahl der restlichen Kugeln bis ein-
schliefllich der markierten Kugel.

Losung:

X1 ... Ziehungen bis 1-te weile Kugel
Xo ... Ziehungen bis 2-te weile Kugel
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X3... Rest 4+ Startkugel

X1+ Xo+X3=11
X; sind identisch verteilt = EX| = EXy = EXj3

3

11

EY Xi=3EX; =115 EX; = o
=1

. Eine Miinze wird n-mal geworfen. Sei v,, die Anzahl der Folgen (K, K)
im Verlauf dieser Wiirfe. Man berechne Ewv,,.

Hinweis : Es gilt: E(O°" @) = > i E(x)

Losung;:

0 sonst

M:{ L G=8a=K

(n—1)
4

1 n
E,u,-:Z = Vn:z;ui = Ey, =
1=

. Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz der folgenden Zu-
fallsvariablen:

(a) X ~ G, (Geometrische Verteilung)

EX=1-p+0-(1-p)=p
EX?2=1-p+0-(1—p)=p

var(X) =p—p*>=p(l —p)
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= wvar(X) =np(l —p)

EX = / rhe Mdx
0

(oo}
1
— s - [ nge
i 0
1 > Ar
e — - d — —
o O T
1
o0
EX? = / 22 e Mdx
0

2 1 1
var(X) = 22T e
(e)
Akef)\ . i
P& =k) =~ €= o
1=0
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EX = ; — e
Zz e < (i 1)!

1=0 =
= e Mt =

> _ k

EX(X —1) = ZWGA

k=1 '

N a2 2
= (Z;j!e IAZ =)\

]:

EX? = M4+EX=X+2)

var(X) = N HA-N=

1
Yi~ B, = EYi=<

n
X~Broy = X=3Y = IEX:Z
i=1
(8)
= EX =0 (Symmetrie)
o .2 _a? o] _a?
varX — EX?— de:/ z(we” %)
—0o0 \/571- — 00 27T
2 - 22
re 2 o e 2
= = + —dx =1
\&77 > /—oo \/§7T



7. Ein Wiirfel wird solange geworfen bis zum 10-ten Mal eine 6 erscheint.
Die Anzahl der notwendigen Wiirfe soll erraten werden. Wie wiirden
Sie tippen wenn

(a) nur ein richtiger Tip honoriert wird?

(b) ein Ponal im Ausmaf} der absoluten Differenz zwischen Threm Tip
und dem tatséchlichen Ausgang zu bezahlen ist?

(c) ein Ponal im Ausmafl des Quadrats zwischen Ausgang und Tip
zu zahlen ist?

Hinweis: {iberlegen Sie sich wie die Wiirfelwiirfe verteilt sind. Wenn
nur ein richtiger Tip honoriert wird sollte man nicht jenen Wert mit
der grofiten Wahrscheinlichkeit tippen.

Lg:

(a)
X ... Anzahl der Wiirfe bis zum 10-ten 6er

X ~ neg.binlo,%

roc-n - (")) 0

P(X=n) _ (n—1)9(n-11)!5 -1
P(X=n—-1) 9 (n—10)!(n—2)!16 ~
5(n—1) > 6(n — 10) &= n <55

P(X = 55)
Modus = 4 da ————=< =1
= odus = 55,5 a P(X = 54)

P(54) = P(55) = 0.02404776

(b)
=  Median  P(X <57) = 0.4840256

P(X < 58) = 0.5075685 = Median = 58

()
EX =106 = 60

8. Sei &1,..., &, eine Folge unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvaria-
blen mit P(¢§ = 1) = P(§ = 0) = 1.
Eine Folge (&41(w),...,&+k(w)) heiBt ein Run der Linge k, wenn
i =0 oder &(w) # &i+1(w), wenn weiters &41(w) = ... = &1k (w) und
wenn i + k = n oder & p(w) # &ikt1(w). Die Anzahl der Runs in
&1(w), ..., &n(w) bezeichnen wir mit R(w).
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(a) Man berechne ER und VR.

(b) Man versuche zu beurteilen, ob die untenstehende Folge tatséchlich
durch das Werfen einer Miinze entstanden ist oder, ob es sich eher
um eine willkiirlich hingeschriebene Folge handelt:
10101101001011000101100101011000101010011001010100.

Hinweis:

"1 0 sonst

Seim—{ 1 fﬁrfi#&H 222,3,...

Wie kann man R mit Hilfe der 7; darstellen? Hat man diese Dar-
stellung, so folgen die Ergebnisse sehr leicht aus der Additivitdt des

Erwartungswerts.
b) Man verwende die Tschebyscheffsche Ungleichung.

Lg:

() p=PE=1)=1%¢g=1-p=1

o 1 fiir fi#fi_li:l?),...
=Y 0 sonst

Pni=1)=P& =11 =0V, =0,4-1=1)=2p(1 —p) =
E <1+Zm> = El1+ (Ezm) =
i=2 i=2

= 1+(n-1)P(m) =
= 1+42(n—1)pg=25.5

1
fii =50,p=—
ir n =3
j—il >1: Enmy =P(n; = 1)P(n; =1) = 4p?¢* = §

j=i+1: Ennip=PEE1=1§=0,§ =1V
G1=06=181=0) =}

Vi, j = Enin; = En;En;
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VR = ) Vpi=(n-1)Vnp = ;

Ve = Eng — (Emp)® =

(b) n=50,ER =255, VR=%2=5=1=35
aber R(w) = 36

P(|R —ER| > Vo) <

P(|R —ER| > V\o) <

9. Man zeige, dass fiir eine Folge (X,) unabhéngig, identisch verteilter
Zufallsvariablen gilt:

1 n
EX, =00 —= — E X; — oo P-As.
n
i=1

Lg:

1 n
IEX:oo:>IEX_<oo:>—E X, - EX™ fs.
n
i=1

+ <
Xftm—{ X”’ Xn*M

0, sonst
1 & 1 & 1 —
+ + + +
;ZXLM—JEXM A ;in, gEZXi VM
=1 1 1

lim X[, =Xvn X3/ mX" =

M—o0 ’

1
oo:IEXJr:limEX]\Z:EZX;rHoo

10. Man zeige, dass eine Zufallsvariable X genau dann integrierbar ist,
wenn

oo
> P(X|>i) <o
n=1

und, dass dann gilt:

lim nP(|X|>n)=0

n—oo
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Lg:

ip(m >n) = iip(m IX|<k+1)
n=1

n=1k=n
)

= Y Pk<|X|<k+1)) 1
k=1 n=1

= Y Pk<|X|<k+1)

k=1

/XdP

k

Y (k+1)P(k<|X|<k+1)

da Y klpcixjcpsn < X < (k+ D) jg x)<he]

IN

IN

oo
Y PIX|>n) < oo
n=1

Ine :n >m > n.
(n—m)P(|X| > n)

4ol

Y PX]>1d)
i=m+1

€ m=mn/2
P(IX|>n)<e
nP(|X|>n) <e

IN

R A

alternativ:

Y, = n]lHXEn}\JO AN OSYnSIX’
= (Konvergenz durch Majorisierung)
= limEY,, = lim, nP(|X| >n) =ElimY,, =E0 =0

11. Berechnen Sie die Momenterzeugende M,(t) := Ee!* der folgenden
Zufallsvariablen:
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Lg:

(a) Ee!* = e!0(1 — p) + pe! =p(e! —1)+1
(b) My(t) = (Mp, ()" = [1+p(e’ — 1)]"
(c) X ~N(0,1) = M,(t) = [ -2 Wordd ~ gy

(1 t2

7(1 72tz+t ) t2
da: —e2

:f\/%e 2 e2dx:e2f\/%e
X ~ N(,o?) = X =0oY +pu Y ~ N(0,1) = Mx(t) =
etu+7"2+t2

—_Z
T 1 B

(d) f(z) = ﬁar(a)
1— tﬁ)

=
o 1—ﬁt « o l—x(
) = e 1 (5)

=l=r—pm=
12. Fiir 2 unabhéngige Zufallsvariable X, X9 berechne man: EX;, var(X;)
und die Verteilung von X; + X5, wenn gilt:
(a) X; ~I'(a,B)
(b) Xi ~ N, o)

Lg:
(a)
1 1 1
MX1+X2 (t) = (1 _ ,Bt)al (1 ﬁt)O‘Q (1 — ﬂt) + g =
Xi1+Xo ~ T(ar+a,p)
M) = (—a)(1-pt)" 1 (-B)=aB =EX
M"(t) = (—a)(—a-1)(1-pt)"* (-0 =
varX = fPa(a+1)-a?3? =G
(b)
M) = (Y = (ut ot
EX = M'(0)
M'(E) = T (0? 4 (ot o?t)? =
M"(0) = o*+p® = varX =o?
MX1+X2(t) = 6tw1+u2)+%(0%+0§) =

X1+ Xy ~ N(uy+ p,0%+03)
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13. Man beweise, dass aus X,, = X folgt: E|X| < liminf, E|X,|.

Lg:

Skorochod = 3Y, ~ X,,,Y ~ X und Y,, = Y P-fs = |Y,,| — |Y| P-fs
0 < |Y,| Lemma von Fatou =

= E|Y]| = Elim|Y, | < imE|Y, | = imf|X,| = E||
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3.7 Faltung

1. Man zeige, dass fiir Wahrscheinlichkeitsverteilungen P;, i = 1,2,3
auf (R, B) gilt:

(a) P * Py(A) := [ PI(A—y)P(dy), A€ B ist eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf (R, ). (P * P, wird Faltung von P; und
P, genannt.)

(b) Pl*PQIPQ*Pl

(C) (Pl * Pg) * P3 = Pl * (PQ * Pg)

(d) Sind X;, X9 2 unabhiingige Zufallsvariable auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (26, P) mit P; = PXz-_l, 1= 1,2, so gilt: Py %
Py=P(X; + Xp)7!

() < A= PPy A N B2y = [ 8B (s —y) . 22 () \dy

(Hinweis: Suchen Sie eine Menge C' € B, fiir die gilt:

Cy=A-y, VYyeR)
Losung;:

Mit A € B gilt auch A — yG‘BVyE]R
Pl(A—y) = f]lA—y dP1 f]lc dP1 )
mit C:{(az,y):x-i-yGA}

]lc )dPyi(z))dP:(y) = (Fubini)

Somit [ Pi(A —y)dPa(y f( (z =
(f Cy y P )dP1 fPQ(A—$)dP1($)

f]l() x,y)dP; @ Py(x y

(c) Mit P, = PX;* gﬂt
[1o(= y)dPX 'oPX; ! = PX;'oPX; 1 (C) = PLaP({(z,y) :
z+y € B}) = P({w: Xl( )+X2( ) € B}) P(X1+X5)"!(B)
(b) (Py % Py) x P3 = [Py % Poy(A — 2)dP3(z) = [ [P2(A— 2z —
2)dP;(z)dPs(z) = (Fubini) = [ ( [ Py(A—2z— m)Pg(dz))dPl(x)
fPQ * P3<A — .’IJ)dPl( ) (PQ * Pg) * P1 P1 * (PQ * P3)

(d) PraPo(A) = [ ([, [r(@)dN@)) 2(y)dNY) = [pa) [ F1(2)dNT (@) fa(y)dA(y)
(mit T(z) := z — y gilt A\T~! = X (Translationsinvarianz und
T(A) =A- y))
= [ [ AT (@)dA(@) f2(y)dN () = [, [ Jp Fr@=) F2(y)dA(y)]dA(x)

Aber unbestimmtes Integral ist klarerweise P; * Py < A
2. Bestimmen Sie folgende Faltungen:

(a) Bp—1p* By, (Binomial- und Bernoulliverteilung)
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) negBy_1,*G) (negative Binomial- und geometrische Verteilung)
) Erp_i* Exy (Erlang- und Exponentialverteilung)

) Bnp* Bmyp

) negByp * negBu, p

)

Ery\* Erp

(0) BacrBy(k) = ("51) (1=p) 149 By (0)+ (21 (1=p)™ - By(1) =
PEL=p)" () + () = (R —p) "
= Bn-1p* Bp = Bnp
(d) vollstandige Induktion ergibt: By, , * By, p = Bpamp
vollstdndige Induktion ergibt: B, , = B, *--- * B,
—_————

n—mal
_rz A lpn—2o—Az ), —A(z—2) _An —Az gz ) X n—1,—Az
(©) f(z)=Jo . (272)!e dr = 7(752)1 Jo @' Pde = 7@716)!

(f) Klarerweise Erp x = Exy % -+ - x Ex),
——

n—mal

= Erpx* Erp oy = ETpgm
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3.8 Integralungleichungen

1. Man zeige, dass fiir 2 Zufallsvariable X, Y auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, &, P) gilt:

1

(a) 0<a<f= (E|X]a)é < (E|X|%)% (Ljapunoff-Ungleichung)
(b) X20,p>02>ﬁ§1[§%

Losung:
B 8 .
a<f = =<1= f(r)=ze x> 0ist konvex
«
= (Jensen-Ungl.) = (E|X|*)a < E((|X|*)%) = E|X|?
= (EIX|")® < (E|X|?)5

(b) f(x)=27P= f"(x) =p(p+ 1)z7P"2 > 0= f konvex
= f(EX) = gxp <Ef(X)=Exs
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3.9 Gesetz der grossen Zahlen

1. Man berechne das Integral [? “%2dz numerisch mit Hilfe des Geset-

zes der groflen Zahlen. Das Ergebnis soll mit 90-prozentiger Sicherheit
um nicht mehr als € = 0.01 vom wahren Wert abweichen.

Hinweis: Welchen Erwartungswert hat die Zufallsvariable

~cos§

T

mit & vt S(%7£ ?

2

Lg:

Dichte

(D)
= 7

Aus der Tschebyscheffschen Ungleichung folgt:
4 Vo 1
= Pl|pp——I>—F— )<=

(’”" —_ \/ﬁ> =

T \Amr 1
—, — > < —=0.
< P(‘ﬂ” I‘—4\/ﬁ>—A 01

™ Vo < 2\ o2

1072 4 o 2 2
= <n=n>—10%2 = 6250
TV TR T "
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2
ot =V =
( ¢ )
cos & cos & cos &
= E(—) - E—) <E(—)=Ep =
£ £ 3
2
= /QCOS agédzvﬁécos2 /Qx_de:
™ T s ™
4
4
= WCOSQZ.T 17r:7r82(:os2?4T
2

1
= 1> 61685 cos> % = 61685 - 5 A~ 30843

2. Sei f(z) eine auf [a, b] integrierbare Funktion mit K = min,<,<j f(z),
M = maxg<z<p f(x) und sei I = f;f(a:)dac Sind (&,mi) i =1,...,n
Paare von unabhéingigen Zufallsvariablen &;, 7;, wobei &; verteilt S )
und 7; verteilt Sx ap) Vi=1,...,n so kénnen sowohl
o1 = MO ST Dipe)<ny als auch gy = 8T f(&) zur Ap-
proximation von I verwendet werden. Man begriinde dies. Welche der
beiden Abschétzungen ist vorzuziehen? (Man vergleiche die Varianzen
von 1 und @y.) Was bedeutet eine kleinere Varianz fiir die Anzahl
der benstigten Zufallszahlen?

Lg:
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IS Ypeyzn] L e =P
GGZ = X B
7 2ie1 S (&) LS Ef(G) =
= [ F0)giadt = 515
2(h — q)2
Vo = ]\4(bna)pq:
 M2%(b—a)? I Mb-a)—1
- n M®b—a) Mb—-a)
_ IM(b—a)-T?
B n
(b—a)®
Vigp = ———Vf(&) =
A NIE0 %
- = ab_adt—<b_a) -
2
< (b—a)zl ”Mf(t)dt_< I )]_
n L b—a b—a
_ _ 72
_ MO
n

Aus dem ZGS folgt mit 02 = Vf(&):

IP( ST &) — £

Sulg):l—aé

Vno
N ST (&) — AL
Vno B
_ 2 2
wegen Vg, — LZ@°0
n

Somit

< u1—g> = P <\<P2 —I|<up-g \/Vs@)

~ 11—«



Analog sieht man

"

D.h. je kleiner die Varianz, desto besser die Abschatzung bei gleichem
n.

p1—1
VvV

< U1—g) = P (|801 -1 < Ul—%\/V901>

~ 11—«

. Ein Versuch besitze die moglichen Ausgénge Q2 = {z1,...,z,,} und die
Wvt P = (p1,...,pm)- Ein Spieler beginnt mit einem Startkapital S
zu spielen. Er setzt einen Anteil b seines Kapitals auf den Ausgang
z1, by auf den Ausgang zo usw. (0 < b; <1, >, b; = 1). Fiir den
richtigen Tip bekommt er das m-fache seines Einsatzes ausbezahlt, die
Einsétze, die er auf andere Ausginge gesetzt hat, gehen verloren. En-
det der 1-te Versuch auf x; so bekommt er S; = m - b; - Sy ausbezahlt.
Der erzielte Gewinn wird wieder im Verhé&ltnis by : by : ... : by, auf die
einzelnen Ausginge aufgeteilt. Dieser Vorgang wird n-mal wiederholt.

a ie groflist das Kapital S, des Spielers nach n Runden?

Wi Bist das Kapital S, des Spiel h n Runden?
(Hinweis: S, ist eine Funktion der Versuchsausgéinge &1, ...,&,
und daher eine Zufallsvariable.)

(b) Wie groB wird 1 -log S, fiir groB es n sein? (Man verwende das
GGZ).

(c) Der Spieler teile sein Kapital nun im Verhéltnis der Wahrschein-
lichkeit der Ausgéinge auf, also b; = p; V i. Dabei sammelt der
Spieler nach n Runden ein Kapital S,, an. Wie gro8 ist S, ? Ge-
gen welchen Wert konvergiert % -log S, ?

(d) Man zeige:
m m
> pilogp; > pilogh;
i=1 i=1

Y (br,. b)) 0<b; <1, b <1
i=1
(Hinweis: logz < x — 1)

(e) Man vergleiche log S,, nun mit log S,,. Ist es sinnvoll das Kapital
anders als auf die in ¢) beschriebene Weise aufzuteilen?
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Hinweis: Es wird wohl das Beste sein, wenn man a) und b) gemeinsam
betrachtet. Wie S,, auszusehen hat, ist nicht schwer zu bestimmen.
Gegen welchen Wert wird %1og Sy, auf Grund des GGZ konvergieren?
c) sollte nach b) keine Schwierigkeit mehr sein.

d) Man betrachte

> pilogh; — Y pilogp; =Y pi logj
1 1 1 !

e) ist mit Hilfe des Ergebnisses aus d) und b) leicht zu losen.

Lg:

(a) Sn = mnSObgl PN bg

n

(b) Aus a) folgt

log Sy N o log b, N
n

1
—log S, = logm +
n n

Aus der Additivitdt des Erwartungswerts folgt
1
E—logS, = logm+ 0+ E(logbe,) =
n

)=o

1 1
lim P <‘1ogSn —E <log5n> > e
n—oo n n

(C) S'n = 771”30]951 .. .pgn
Wegen b) gilt

1 A
P (‘logSn — (Elog pe, +logm)‘ < 5) — 1
n

Zpilogbi—Zpilogpi = Zpilogzﬁzpi (Z‘l)
= > bhi—> pi=0
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(e) Aus d) und b) folgt, dafl c) ein besseres Verfahren ist;
2-te Losung;:
Sei A :={(z1,...,2n)|bz, ... by, > Day - P2, 2"}

1 1 4 1 1
P<logSn > logSn—|—5> :P<logb2 logp+5> =
n n n n

= P(logbg, ...bg, > logpe, ...pe, +ne) =

= Zp(ml) <27 Z Hbm <277
A A i

Daraus folgt wegen des Lemmas von Borel-Cantelli:
) 1 1 p
P(lim sup |—logS, > —logS,+¢| | =0
n n

1 1 .
P (lim inf —log S, <lim —log S, + 5) =1
n n
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3.10 Normalverteilung

1. Das Millionenrad der Brieflotterie besteht aus 80 Feldern. Auf 74 Fel-
dern entfallen verschiedene Gewinnsummen x;, die mitsamt der Wahr-
scheinlichkeit ihres Auftretens p; in der folgenden Tabelle aufgelistet
sind. Bleibt das Rad auf einem dieser Felder stehen, so erhélt der Kan-
didat den entsprechenden Gewinn, und das Spiel ist beendet.

i 1 2 3 4 5 6 7

x; | 1Mio. | 500 000 | 100 000 | 50 000 | 30 000 | 20 000 | 10 000
K 3 [§] 11 20 9 15 10

Di 80 30 80 80 30 80 80

Sechs Felder sind sogenannte Verdopplungsfelder. Stoppt das Rad auf
einem dieser Felder, so darf der Kandidat solange weiterspielen, bis das
Rad schlieSlich auf einem der 74 Gewinnfelder zum Stillstand kommt,
und der Spieler erhilt das 2"~ !-fache des Gewinns, wenn das Gliicks-
rad erst im n-ten Durchgang, auf einem Gewinnfeld halt. Jede Wo-
che diirfen 3 Kandidaten an diesem Spiel teilnehmen. Wieviel Kapital
muss der Spielbetreiber pro Jahr fiir die Gewinnausschiittung vorse-
hen, wenn diese Summe mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 —a = 0.9,
nicht tiberschritten werden soll?

Hinweis: Wenn man bedenkt, daf

P (Zf/ﬁ_g”“ < b> = Phi(b)

ist, wird klar, dass man zuerst die Varianz und den Erwartungswert
beno6tigt. Und natiirlich benotigt man auch wieder eine Tabelle fiir
Phi(z).

Lg:

! 6
g=1-) pi=—
=1 80

die Wahrscheinlichkeit, dal das Rad auf einem Verdopplungsfeld hilt.
G... Gewinn eines Kandidaten

7
C = ) xip; = 109625
i=1
7
Q = Zx3p¢:5.8438-1010
i=1
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Erwartungswert und Varianz berechnen sich so:
. Anzahl der Verdoppelungen

o0 7 [e's)
EG = ) Z rpig' =C (29)' =
t=0 i=1 t=0
1 80
= C = —(C = 128970
1—-2q¢g 68
oo 7
]EG2 = ZZ 2t$2pzq = Zx pzz =
t=0 =1 t=0
1 80
Q1—4q - %Q_7Q$
= VG = EG?-(EG)? =
10 400
= —Q-——C?=6.6849- 10"
Q 289

= o0 =VVG = 258553

Wenn pro Jahr 156 Kandidaten spielen, so ist die durchschnittliche
Jahresgewinnsumme : J = 156 - EG = 20119414

Aufgrund des Grenzverteilungssatzes (siehe Satz 8.1, Seite 113ff) gilt:
P(Jahresgewinn < J + u1_a0/156) = 1 —

Wobei ui_,, das « Fraktile der Standardnormalvt ist. Der Wert fiir die
Gewinnobergrenze betriagt daher 24258000 (u1—o = 1, 2816).

. Unter 2N +1 Personen wird eine Abstimmung iiber ein Projekt durch-
gefiirt. n Personen sind fiir das Projekt der Rest ist gleichgiiltig und
entscheidet mit der Wahrscheinlichkeit 0.5 fiir oder gegen das Projekt.
Wie grof3 muss n sein damit die Befiirworter mit einer Wahrscheinlich-
keit von 0.99 gewinnen. Berechnen Sie n konkret fiir N=>500 000.

Lg:
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2N+1—n

& ~ Aos Zﬁi ~ Bpos Sn= Z §i
i—1 i=1

P(S, >2N+1—-n)=1-P(S, <2N +1—n) = 0.99

- IN +1—n—
o 1—1@(5 v lon ”p):0.99
NGT NZT
IN+1—n—
o o001 = i nTnp
NG

< Die Gleichung nach n auflésen.

3. Ein Stadion hat 50 000 Sitzplitze. Erfahrungsgemifl werden 10% der
Vorbestellungen storniert. Wieviele Vorbestellungen darf ein Veran-
stalter annehmen wenn eine iiberbuchung mit einer Wahrscheinlichkeit
von 0.99 vermieden werden soll.

Hinweis: Dieses Beispiel ist eine einfache Anwendung des zentralen
Grenzwertsatzes.

Lg:

S :=50000 X; =1 wenn die Vorbestellung aufrecht bleibt
Xi~A, p:=09

P(Zi]\ilXi—pN - S—Np)
vV Npq Npq

S — Np

vV Npq

N
P> Xi>S) =
=1

:(I)(

)=«

5% 4 N?p? —2NSp =2 Npq

N?p?> — N(2Sp+ €2pq) + 5% =0
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~ 25p + 2pq £+ /2(Sp + Epq) — 4p>S?
1.2 —

=54 746.76
) 2p2

4. Eine Fabrik erzeugt 10 000 Einheiten pro Arbeitsschicht. Die Einheiten
sind mit der Wahrscheinlickeit von 0.05 defekt. Die Einheiten werden
sofort nach ihrer Erzeugung kontrolliert und defekte Stiicke werden in
einem Behilter gesammelt der am Ende jeder Schicht entleert wird.
Wieviele Stiicke muss dieser Behélter fassen konnen damit er mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0.99 nicht wirend einer Schicht {iberfiillt wird?

Hinweis: Dieses Beispiel ist eine einfache Anwendung des zentralen
Grenzwertsatzes.

Lg:
€ ... Anzahl defekter Stiicke ~ B, ;, mit n = 10000, p = 0.05
x ... Ausschuf

B §—np w—np\
P <x) = ]P’( npq< npq)

T —np
= & =0.99 =
(\/nPQ>

z—np = ®Y0.99)/npq= x> np+ ®1(0.99)/npq

Nebenrechnung:

np = 10000 -0.05 = 500
npg = 500-0.95 = 475 =
Jipg ~ 21.8 ®(0.99) = 2.3263

Daher: =z > 500+ 2.3263 - 21.8 = 550.71 =
951

8
v

124



