
Übungen zu Einführung in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik

Lösungen 5. Übung

31. (i) F−1(y) ≤ x⇔ inf {x̃ |F (x̃) ≥ y} ≤ x⇔ y ≤ F (x)

(ii) F (F−1(y)) = F (inf {x |F (x) ≥ y}) ≥ y
sowie
F−1(F (x)) = inf {x̃ |F (x̃) ≥ F (x)} ≤ x

(iii) F stetig und monoton ⇒ (Zwischenwertsatz) ∀ y ∃× x mit x = F−1(y) ⇒
F (F−1(y)) = F (x) = y

32. lim infn→∞Xn = supk∈N(infn≥kXn).

Satz 3.7: infn≥1Xn und supn≥1Xn sind stochastische Größen ⇒ infn≥kXn =: X̃k

ist stochastische Größe.

X̃k ist Folge von stochastischen Größen ⇒ supk∈N X̃k ist stochastische Größe.

Analog für lim supn→∞Xn = infk∈N(supn≥kXn).

33. Die Dichte von R ist fR(x) = λe−λx, x > 0, die Verteilungsfunkion FR(x) =
1− eλx, x > 0. Nach (3.2) ist also die Verteilungsfunktion von X gleich

FX(y) = P (eR ≤ y) = P (R ≤ ln y) = FR(ln y) = 1− e−λ ln y = 1− y−λ, y > 1

Die Dichte berechnet sich als die Ableitung dieser Verteilung bzw. wie im Skriptum
mit der Substitutionsregel zu fX(y) = λy−λ−1, y > 1.

Die Quantilsfunktion ist (da FX stetig und streng monoton) die Umkehrfunktion

F−1
X (y) = λ

√
1

1− y
, 0 < y < 1

34. Der Bildbereich von Y ist N ∪ {0} (also abzählbar), daher ist für n ≥ 0:

P [Y = n] =
∫
Y −1({n})

f(x) dx =
∫

[n,n+1)
f(x) = F (n+ 1) + F (n)

= 1− e−λ(n+1) − 1 + e−λn = e−λn(1− e−λ)
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35. Da F stetig ist, ist nach Beispiel 31 und (3.2)

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (F (X) ≤ y) = P (X ≤ F−1(y)) = FX(F−1(y)) = y, 0 < y < 1

d.h. stetige Gleichverteilung: Y ∼ U0,1.

36. i) (
A
i

)(
N−A
n−i

)(
N
n

) =
A!

i!(A−i)!
(N−A)!

(n−i)!(N−A−n+i)!

N !
n!(N−n)!

=
n!(N − n)!A!(N −A)!

i!(A− i)!(n− i)!(N −A− n+ i)!N !
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i!(n−i)!
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N !
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=

(
n
i

)(
N−n
A−i

)(
N
A

)
ii)

P [X = k] =

(
A

m−1

)(
N−A
k−m

)(
N
k−1

) A−m+ 1
N − k + 1

=

(
k−1
m−1

)(
N−k+1
A−m+1

)(
N
A

) A−m+ 1
N − k + 1

=

(
k−1
m−1

)(
N−k
A−m

)(
N
A

)
da

(N − k + 1)!
(A−m+ 1)!(N −A− k +m)!

A−m+ 1
N − k + 1

=
(
N − k
A−m

)
37.

|X − µ| > k ⇔ −k > X − µ > k ⇔ µ+ kσ < X < µ− kσ

P [|X −µ| > kσ] = P [X > µ+ kσ] + P [X < µ− kσ] = 1−F (µ+ kσ) +F (µ− kσ)

= 1− Φ
(
µ+ kσ − µ

σ

)
+ Φ

(
µ− kσ − µ

σ

)
= 1− Φ(k) + Φ(−k) = 2(1− Φ(k))

also ist

P [|X − µ| > 1σ] = 2(1− 0.8413) = 0.3174
P [|X − µ| > 2σ] = 2(1− 0.9772) = 0.0456
P [|X − µ| > 3σ] = 2(1− 0.9987) = 0.0026

38. a) ∫ ∞
−∞

f(x) dx =
∫ 3

0
f(x) dx =

∫ 1

0
2axdx+ a

∫ 3

1
(3− x) dx

= 2a
∫ 1

0
x dx+a

(
3
∫ 3

1
dx−

∫ 3

1
x dx

)
= a

(
x
∣∣∣1
0

)
+a
(

3x− x2

2

∣∣∣3
1

)
= 3a = 1

⇒ a =
1
3
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b) Die Verteilungsfunktion ist also

F (x) =


0 x < 0

1
3x

2 0 ≤ x < 1
−1

6x
2 + x− 1

2 1 ≤ x < 3
1 x ≥ 3

also ist P (0.5 < X < 2) = F (2) − F (0.5) = 5
6 −

1
12 = 3

4 sowie P (X < 2) =
F (2) = 5

6

c)

P (X < 0.5|X < 1) =
P (X < 0.5 ∩X < 1)

P (X < 1)
=

P (X < 0.5)
P (X < 1)

=
F (0.5)
F (1−)

=
1
12
·3 =

1
4

wobei F (1−) = limξ→1− F (ξ) (hier gleich F (1), da F an 1 stetig)
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